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QCD相図におけるBCS-BEC crossover 

本研究の対象   
BCS-BECクロスオーバーのsimple model 
= 接触相互作用のスピン1/2 Fermi気体 
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冷却原子気体で実現されたBCS-BECクロスオーバー 

Regal,	  Greiner,	  &	  Jin,	  PRL	  (2004).	  
Zwierlein,	  et	  al.,	  PRL	  (2004).	

BCS 

BEC	

磁場を変えると 
原子間相互作用が変わる 

温度 

超流動状態の 
原子の割合 

午後のB03 
堀越さん・向山さん 
のトークに関連 
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本研究のテーマ 

クラスター展開による 
BCS-BECクロスオーバーの研究 

フェルミ気体 

・引力弱 
　→ Cooper pairing 
　　（BCS型超流動） 
・引力強 
　→ 分子ボソンのBEC 

　強相関多体系のため 
　BCSからBECまで説明する 
　厳密な理論はない 
→ 様々な理論で相補的な理解 

熱力学関数のフガシティ展開 

≒ ビリアル展開： 
　位相空間密度による展開 € 

z = eβµ

€ 

λ3

V
lne−β

ˆ H −µ ˆ N ( ) = bnzn

n =1

∞

∑

€ 

= an λ
3 N
V

# 

$ 
% 

& 

' 
( 
n

n=1

∞

∑



5/14 
なぜクラスター展開に注目するのか？ 
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Figure:	  X.-‐J.	  Liu,	  Phys.	  Rep.	  (’13)	  

エネルギーと温度の関係 (ユニタリー極限　　　　　) 

€ 

(kFa)
−1 = 0

Liu	  et	  al.,	  PRL	  (’09).	  
Ho	  &	  Mueller,	  PRL	  (’04).	  	  
Nascimbène	  et	  al.,	  Nature	  (’10).	  	  

Ku	  et	  al.,	  Science	  (’12).	  

相互作用が強いクロスオーバー領域では小さい展開パラメーターがない 
→ クラスター展開は TF 以上の高温の希薄量子気体で有効 
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クラスター展開に基づいて相転移を解析したい 

温度　T /TF 

S波散乱長　(kF a)-1 
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Normal 
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BCS-BEC crossoverの相図 高温はクラスター展開で 
定量的に解析できる 

BCS極限 BEC極限 

クラスター展開で相転移温度を計算できるか？ 
→ 有限次で展開を打ち切るとムリ（∵ 多項式には特異性がない） 

→ 無限次の項を系統的に計算する手法が必要 
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クラスター展開は、Lee-Yangの方法で系統的に計算できる 
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（全ての相異なる基本グラフ）!
定理   Lee and Yang (’60) 	

定義	

（基本グラフ）=（入次数と出次数が等しいバーテックス 
                             で作られる連結な有向グラフ ） 
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+ +  ・点 = クラスター関数 
・矢印の個数 = zの次数 
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Lee-Yangの方法は、相互作用と量子統計性の効果を分離する 

“Vertex” = cluster function obeying Boltzmann statistics!
粒子を区別する統計性 

z2 の項への量子統計性の寄与 
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z2 の項への相互作用の寄与 



9/14 
クラスター展開に基づいて相転移を解析したい 

温度　T /TF 

S波散乱長　(kF a)-1 

Super 

Normal 
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BCS-BEC crossoverの相図 高温はクラスター展開で 
定量的に解析できる 

BCS極限 BEC極限 

Lee-Yangの方法で相転移温度を定量的に解析できるか？ 
最終的にはクロスオーバー領域の解析を行いたいが、 
本研究では、まずBCS/BEC極限の相転移温度の導出方法を調べる 
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以下の無限和からBCS/BEC極限の相転移温度が出ると期待 
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周りのフェルミオンとの 
量子交換効果 → フェルミ球 
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（全ての相異なる基本グラフ）!

・BCS側でのフェルミ球 

・ペアの形成 
　(クーパーペア or 分子) 

・ペアの量子交換効果 

物理的要請	



11/14 
結果：BCS極限は正しく出る 
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要請１  要請２：相互作用が弱い極限を考える  
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BCS極限!Nozières & Schmitt-Rinkの理論 (’85) と同値 
・Thouless criterion 
・粒子数方程式 
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同様にBEC極限も正しく出る 
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要請１  要請２：相互作用が強い極限を考える  

自由な分子ボソンの大分配関数が導出される 
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ここまでの結果のまとめ	
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クラスター展開に基づいて 
BCS & BEC極限の相転移温度が導出できた 

BCS極限 BEC極限 

温度　T /TF 

S波散乱長　(kF a)-1 

高温はクラスター展開で 
定量的に解析できる 
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さらに、今回の無限和は数学的に良い性質を持つ 
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ペロン・フロベニウスの定理 

全ての成分が正の正方行列 A について以下が成り立つ 
※ 前提条件が、表示に依存する 

(1) 最大固有値 λPF が, 正で唯一 

ペロン・フロベニウス固有値 

λPF > |λi |	

Real 

Im 

ペロン・フロベニウス固有関数 

(2) 最大固有値の固有関数 u=(ui) が,  ui > 0 
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ペロン・フロベニウスの定理から言えること 
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・ 相転移点　(⇔　　の特異点) は、 

    行列　　　　　のペロン・フロベニウス固有値で決まる 

・ ペロン・フロベニウス固有関数は、クーパーペアの波動関数 
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Summary	
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クラスター展開に基づいてBCS & BEC極限の相転移温度を導出した 
今回の無限和の特異性は、ペロン･フロベニウス固有値で決まる 
今後、クロスオーバー領域の解析を行いたい 

BCS極限 BEC極限 

温度　T /TF 

S波散乱長　(kF a)-1 

高温はクラスター展開で 
定量的に解析できる 


