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お詫び
• このトークでは最新の核子スピン構造に関
する格子QCD計算の結果については一切
触れません。時間があればハイペロンβ崩
壊の話はします。

• 格子QCDにおける基礎的知識（主に学生
向け）についてのセミナーとなります。



量子色力学の基礎的確認事項



LQCD = −1
2
Tr {Fµν(x)Fµν(x)}− Ψ̄(x) (γµDµ + m) Ψ(x)

ゲージ変換と不変性

共変微分
場の強さ

Ψ(x)→ V (x)Ψ(x)

Ψ̄(x)→ Ψ̄(x)V †(x)

Dµ → V (x)DµV †(x)

Fµν → V (x)FµνV †(x)



形式上、可換ゲージ理論と同じ形

非可換ゲージ理論(QCD)



非可換ゲージ理論(QCD)

3次元ベクトル(SU(3)の基本表現) 3行３列のエルミートなトレースレス行列
(SU(3)の随伴表現)

ゲルマン行列



非可換ゲージ理論(QCD)

非可換性に由来

グルーオン自己相互作用

可換ゲージ理論との決定的な違い



ゲージ変換

ゲージ変換Vは3行３列の複素行列で、全体の複素数の位相だけを変
える変換は含まない（　　　　　）

QEDにおいてはFμν自体がゲージ不変であったが、非可換理論では共変であって、不変でない。

ラグランジアンは以下のゲージ変換に対して不変



走る結合定数と漸近的自由

ゲージ結合定数は、エネルギー・スケールに依存する

エネルギー・スケール

質量次元を持たない微分演算子　　　を導入して、結合定数のμ依存性を考える

μの変化に依らない点（固定点）：スケール不変性

μを大きくするとgも大きくなる

μを大きくするとgは小さくなる



走る結合定数と漸近的自由

μの変化に依らない点（固定点）：スケール不変性

μを大きくするとgも大きくなる

μを大きくするとgは小さくなる

紫外固定点

紫外固定点

漸近的自由性



走る結合定数と漸近的自由

紫外固定点

漸近的自由性

では （摂動展開がよい）

QCDでは、、、、

ベキ級数の最低次



結合定数　　　　への量子効果αs =
g2

4π

弱結合（漸近的自由性）
高エネルギー低エネルギー

走る結合定数と漸近的自由

⇒ 1
2b0

d

�
1
g2

�
= d lnµ 1

g2
= 0 at µ = Λ0

g2 = g2(Λ) at µ = Q

境界条件

one-loopレベル



結合定数　　　　への量子効果αs =
g2

4π

弱結合（漸近的自由性）

強結合（カラーの閉じ込め）

高エネルギー低エネルギー

走る結合定数と漸近的自由

one-loopレベル

g2(Q) =
1

b0 lnQ2/Λ2
0

one-loopレベル

g2 =∞ at Q = Λ0注：



QCDの二面性
• 高エネルギー領域での漸近的自由性は摂動論的
な取り扱いを保証し、QCDの摂動論と高エネル
ギー実験との整合性から強い相互作用の基礎理
論としての地位を確定した。

• ハドロン・原子核物理とはまさに低エネルギー
領域でのQCD物性であり、そこでは理論の強結
合性からQCDの解析的取り扱いは難しい。
→「カラーの閉じ込め問題」
→　QCDの非摂動論的定式化＝格子QCD



格子場の理論の基礎



格子場の理論
４次元ユークリッド空間上の格子点上で経路積
分を用いて場の理論を定義

• 格子間隔 a :紫外発散の有限化
• 格子点(site)は４組の整数 
• 微分は差分に置き換え

n = (n1, n2, n3, n4)

(−π/a < kµ ≤ π/a)

Lattice QCD
格子ゲージ理論～非摂動的解析の標準的理論

Kenneth Wilson による定式化 (1974)
Creutz による数値計算の成功 (1980)

連続空間 格子空間（４次元立方格子）

離散化
格子間隔 a

格子点(site)

link



スカラー場の格子化



λφ４理論
Scont. =

�
d4x

�
1
2
∂µφ(x)∂µφ(x) +

1
2
m2φ2(x) +

λ

4
φ4(x)

�

� = −∂2

=
�

d4x

�
1
2
φ(x)(� + m2)φ(x) +

λ

4
φ4(x)

�

格子化 φ(x)→ φ(n)

∆µφ(x) =
1
a

(φ(n + µ̂)− φ(n))

∆�
µφ(x) =

1
a

(φ(n)− φ(n− µ̂))

前進差分

後進差分

∆†
µ = −∆�

µ



λφ４理論
Scont. =

�
d4x

�
1
2
∂µφ(x)∂µφ(x) +

1
2
m2φ2(x) +

λ

4
φ4(x)

�

� = −∂2

=
�

d4x

�
1
2
φ(x)(� + m2)φ(x) +

λ

4
φ4(x)

�

格子化 ∆†
µ = −∆�

µ�φ(x)→ −∆µ∆�
µφ(n)

− 1
a2

(φ(n + µ̂) + φ(n− µ̂)− 2φ(n))

Slat = a4
�

n

�
−1

2
φ(n)

�

µ

φ(n + µ̂) + φ(n− µ̂)− 2φ(n)
a2

+
1
2
m2φ2(n) + λφ4(n)

�

格子上のλφ４作用



Slat = a4
�

n

−1
2
φ(n)

�

µ

φ(n + µ̂) + φ(n− µ̂)− 2φ(n)
a2

+
1
2
m2φ2(n) + λφ4(n)

�

運動項と質量項　＝　

λφ４理論

自由なスカラー場の伝搬関数の運動量表示
�
�

µ

4
a2

sin2 akµ

2
+ m2

�−1

1
2

�
d4k

(2π)4
φ(−k)

�
�

µ

4
a2

sin2 akµ

2
+ m2

�
φ(k)

格子上のλφ４作用

スカラー場のフーリエ変換

φ(n) =
� π/a

−π/a

d4k

(2π)4
eiknφ(k)



スカラー場の伝搬関数
自由なスカラー場の伝搬関数の運動量表示

伝搬関数の極条件から分散関係を得る kµ = (iE(�k),�k)

4
a2

sinh2

�
aE(�k)

2

�
= m2 +

4
a2

3�

i=1

sin2

�
aki

2

�

�
�

µ

4
a2

sin2 akµ

2
+ m2

�−1



スカラー場の分散関係
格子間隔a=1としてd=2次元の分散関係は

格子理論

連続理論

紫外領域でずれが生じる

赤外領域（長波長）では良い一致
k



フェルミオン場
の格子化



自由なフェルミオン

格子化

Scon =
�

d4xΨ̄(x) (γµ∂µ + m) Ψ(x)

Ψ(x)→ Ψ(n)

∂µΨ(x)→ 1
2

�
∆µΨ(n) + ∆�

µΨ(n)
�

=
1
2a

(Ψ(n + µ̂)−Ψ(n− µ̂))

Slat = a4
�

n

�
�

µ

Ψ̄(n)γµ
Ψ(n + µ̂)−Ψ(n− µ̂)

2a
+ mΨ̄(n)Ψ(n)

�

格子上の自由なフェルミオン作用

差分



自由なフェルミオン
格子上の自由なフェルミオン作用

Slat = a4
�

n

�
�

µ

Ψ̄(n)γµ
Ψ(n + µ̂)−Ψ(n− µ̂)

2a
+ mΨ̄(n)Ψ(n)

�

Ψ(n) =
� π/a

−π/a

d4k

(2π)4
eiknΨ(k)

フェルミオン場のフーリエ変換

Slat =
�

d4k

(2π)4
Ψ̄(−k)

�
i
�

µ

γµ
1
a

sin(akµ) + m

�
Ψ(k)



フェルミオン場の伝搬関数
フェルミオン場の伝搬関数の運動量表示

GF (k) =

�
i
�

µ

γµ
1
a

sin(akµ) + m

�−1

伝搬関数の極条件から分散関係を得る

=
−i

�
µ γµ

1
a sin(akµ) + m

1
a2

�
µ sin2(akµ) + m2

1
a2

sinh2[aE(�k)] = m2 +
1
a2

3�

i=1

sin2[aki]



格子フェルミオンの分散関係

運動量 k を固定して、格子間隔 a→0 の極限を考えると

1
a2

sinh2[aE(�k)] = m2 +
1
a2

3�

i=1

sin2[aki]

E2(�k) = m2 + �k2

と通常の連続理論の分散関係を満たすフェルミオンの伝搬の他に

lim
a→0

sin[akµ]→
�

ak̃µ at kµ = k̃µ

−ak̃µ at kµ = π/a + k̃µ

の性質からk2=‒m2以外にも　　　　　　　　でも極が現れる。kµ → kµ + π/a



格子間隔a=1としてd=2次元の分散関係は

格子理論

連続理論

格子フェルミオンの分散関係

k



種の倍増(species doubling)

GF (k) =

�
i
�

µ

γµ
1
a

sin(akµ) + m

�−1

格子上のフェルミオン場の伝搬関数

連続極限(a→0)での対応する伝搬関数

lim
a→0

GF (k) =
1
a

�

pµ=0,π/a

−i
�

µ (−1)δµγµk̃µ + m

k̃2
µ + m2

pµ = 0 δµ = 0
pµ = π/a δµ = 1

に対して
に対して

１個のフェルミオン粒子を表す目的で導入した格子上のフェルミオンの作用が、
各運動量成分の方向に２個の物理的な粒子を運んでいることになっている。

４次元時空で合計24=16個のフェルミオン粒子が現れてしまった。



種の倍増(species doubling)

連続極限(a→0)での対応する伝搬関数

lim
a→0

GF (k) =
1
a

�

pµ=0,π/a

−i
�

µ (−1)δµγµk̃µ + m

k̃2
µ + m2

１個のフェルミオン粒子を表す目的で導入した格子上のフェルミオンの作用が、
各運動量成分の方向に２個の物理的な粒子を運んでいることになっている。

４次元時空で合計24=16個のフェルミオン粒子が現れてしまった。

k



Wilsonフェルミオン



Wilsonフェルミオン
種の倍増の問題の解決方法の１つ

余分な１５個の極を消すために、格子上のフェルミオン作用に以下の項

を付加する。これは連続極限では

aのベキを一つ含むので、形式的にa→0で消えるので、この項を付加しても
連続極限のフェルミオンの作用を変えない。

ar

2

�
d4xΨ̄(x)�Ψ(x)



Wilsonフェルミオン
Wilsonフェルミオンの運動量空間での作用

伝搬関数は

SW
lat =

�
d4k

(2π)4
Ψ̄(−k)

�
i
�

µ

γµ
1
a

sin(akµ) +
4r

a

�

µ

sin2

�
akµ

2

�
+ m

�
Ψ(k)

�
i
�

µ

γµ
1
a

sin(akµ) + M(k)

�−1

M(k) ≡ m +
r

a

�

µ

(1− cos[akµ])

前述の表式と形式的に同じだが、”質量項”が運動量に依存している。



Wilsonフェルミオン

M(k) ≡ m +
r

a

�

µ

(1− cos[akµ])

運動量に依存した”質量項”

連続極限(a→0)では

lim
a→0

M(k) = m +
2r

a
nπ

連続極限ではダブラーの質量は無限大になり、
低エネルギーの物理から分離する

0 ≤ nπ ≤ 4

nπはkμにおける各成分のπ/aの個数の和：nπ＝０はπ/aを一個も含まないとき



格子間隔a=1としてd=2次元の分散関係は

格子理論

連続理論

Wilsonフェルミオンの分散関係

k



カイラルフェルミオン



Ginsberg-Wilson 関係式

{D, γ5} = 0カイラル対称性：

Wilson フェルミオン：

{DW , γ5} = aγ5∆�= 0

DW = γµ∇µ + m−a

2
∆

{D, γ5} = aDγ5D Ginsberg-Wilson 関係式

D−1γ5 + γ5D
−1 = aγ5

伝搬関数に対してカイラル対称性の破れはO(a)で局所的

この場合、格子上での“カイラル”対称性が厳密に定義できる。



Ginsberg-Wilson 関係式

{D, γ5} = aDγ5D Ginsberg-Wilson 関係式

D−1γ5 + γ5D
−1 = aγ5

伝搬関数に対してカイラル対称性の破れはO(a)で局所的

この場合、格子上での“カイラル”対称性が厳密に定義できる。

フェルミオン作用 S = ψ̄Dψ

δψ = γ5

�
1− a

2
D

�
ψ

δψ̄ = ψ̄
�
1− a

2
D

�
γ5

格子上の“カイラル”変換

δS = ψ̄ (Dγ5 + γ5D − aDγ5D)ψ = 0
作用は変換に対して不変

δψ = γ5ψ

δψ̄ = ψ̄γ5

a→ 0

連続理論のカイラル変換



Ginsberg-Wilson フェルミオン

{D, γ5} = aDγ5D Ginsberg-Wilson 関係式

γ5-hermiticity D† = γ5Dγ5

Dγ5 + γ5D = aγ5D
†D

D† + D = aD†D 特徴的な固有値分布を持つ

2/a

1/a

-1/a

1/a

Dの複素平面
証明

A = aD − 1 とおく

（＊）

（＊）式に代入して

1
a

�
A† + A + 2

�
= a

1
a

�
A† + 1

� 1
a

(A + 1)

↔ A†A = 1 Aの固有値は単位円



離散化誤差と分散関係



差分（∇μとΔ）

∇std
µ ψ(x) =

1
2

(ψ(x + µ)− ψ(x− µ)) -1/2

1

1

1

1-4

1/20

-1/4

1/2 1/2

1/2 1/2

-2

1/4

0

-1/4 1/4

∇til
µ ψ(x) =

1
4

(ψ(x + µ + ν)− ψ(x− µ + ν)

+ψ(x + µ− ν)− ψ(x− µ− ν))

2-dim

∆stdψ(x) =
�

µ

(ψ(x + µ) + ψ(x − µ)− 2ψ(x))

∆tilψ(x) =
1
2

�

µ>ν

(ψ(x + µ + ν) + ψ(x − µ + ν)

+ψ(x + µ− ν) + ψ(x− µ− ν)− 4ψ(x))

ラプラシアン

ラプラシアン



差分（∇μとΔ）

∆(α) = α∆std + (1 − α)∆til

1) Brillouin-type

2) Isotropic-type

α = 2/3 : ∆iso ≡ 2
3
∆std +

1
3
∆til

α = 1/2 : ∆bri ≡ 1
2
∆std +

1
2
∆til



out from the center until its equipotential lines become
noticeably noncircular.

In Fig. 2, the momentum-space representations of the
three derivatives specified in Appendix A are shown as a

mesh plot (left) and as a contour plot (right). The standard
derivative that appears in the Wilson operator is a pure
sinðp1=aÞ, without any structure in the transverse direction.
The Brillouin derivative modulates the transverse direction
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FIG. 1 (color online). Fourier transformation of the four Laplace stencils considered in 2D.
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中心付近ではisotropic

Brillouin zoneの境界で一定値

S. Dürr and G. Koutsou, Phys.Rev.D83 (2011) 114512



固有値分布

species, two with the wrong chirality and one with the
correct chirality. The three operators with 4iso have spectra
which resemble those in the first row, except that the lifting
of the last branch is reduced, in perfect agreement with what
one expects on the basis of Fig. 1. The most interesting

spectra from a field theoretical point of view are those of the
operators with 4til. Naively, one would expect that they
yield a legal 2-flavor operator (in 2D), as the second row
of Fig. 1 shows that this Laplacian has two zeros. With the
naive derivative operator employed, this expectation
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FIG. 3 (color online). Eigenvalue spectra of all operators considered in 2D with cSW ¼ 0.
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fermions, but intermediate expressions may be longer, in
particular, if several smearing steps are included and the
backgrounds are made from improved glue [52].

Regarding the cost of a simulation with the Brillouin
operator, it is hard to make generic statements. What can be
compared is the number of forward applications needed (at
a given value of M!, cf. Fig. 15, where our Brillouin
operator is seen to fare better). However, the cost of an
individual forward application depends very much on the
architecture used. One extreme case is a serial machine
which is CPU limited; in this case 80 neighbor couplings
instead of 8 make each application a factor Oð10Þ slower,
whereupon the advantage is gone. On the other hand,
highly threaded architectures such as graphics processing
units (for an early application to lattice QCD see [53]) may
be entirely bandwidth limited; in such a case, clever coding

might keep the cost of a forward application essentially
unchanged, relative to the Wilson operator. In our view, the
upshot is that the usefulness of the Brillouin operator
should be tested in phenomenological applications where
all aspects of a formulation play a role, including the onset
of the Symanzik scaling regime. In addition, there is a faint
possibility that the Brillouin operator might be more sus-
ceptible to multigrid methods to solve for a given right-
hand vector.
Our Brillouin operator is a specific representative of the

class of Dirac operators

Dðx; yÞ ¼
X

"

#"$"ðx$ yÞ þ %ðx$ yÞ; (28)

where the derivative and the Laplacian are expressed as

$"ðx$ yÞ ¼ $1½&xþ"̂;y $ &x$"̂;y' þ $2

X

'

½&xþ"̂þ'̂;y $ &x$"̂þ'̂;y' þ $3

X

';$

½&xþ"̂þ'̂þ$̂;y $ &x$"̂þ'̂þ$̂;y'

þ $4

X

';$;(

½&xþ"̂þ'̂þ$̂þ(̂;y $ &x$"̂þ'̂þ$̂þ(̂;y' (29)

%ðx$ yÞ ¼ %0&x;y þ %1

X

"

½&xþ"̂;y $ &x$"̂;y' þ %2

X

";'

½&xþ"̂þ'̂;y $ &x$"̂þ'̂;y' þ %3

X

";';$

½&xþ"̂þ'̂þ$̂;y $ &x$"̂þ'̂þ$̂;y'

þ %4

X

";';$;(

½&xþ"̂þ'̂þ$̂þ(̂;y $ &x$"̂þ'̂þ$̂þ(̂;y' (30)

with the understanding that the sums extend over positive and negative directions mutually orthogonal to each other (and in
case of the derivative terms also to "̂). As discussed in [54], in order to obtain the correct continuum dispersion relation one
requires

2$1 þ 12$2 þ 24$3 þ 16$4 ¼ 1; %0 þ 8%1 þ 24%2 þ 32%3 þ 16%4 ¼ 0 (31)

which all operators in Table II obey. In addition, our Brillouin (der_iso, lap_bri) operator satisfies

%0þ4%1$16%3$16%4¼2; %0$8%2þ16%4¼2; %0$4%1þ16%3$16%4¼2; %0$8%1þ24%2$32%3þ16%4¼2;

(32)
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FIG. 22 (color online). Wilson (lap_std, der_std) and Brillouin (lap_bri, der_iso) eigenvalue spectra without link smearing and
without clover improvement in 2D (left) and 4D (right).
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this may affect the structural properties of the fermion
operator. In either case, one of the would-be physical species
fails to cling nicely on the imaginary axis for small mo-
menta. While the operator in the 2nd column is clearly not a
legal discretization (the thorn violates the property D!
ip!"!), the version in the 3rd column may represent a legal
2-flavor discretization of the Dirac operator (though, likely,
with terrible cutoff effects). In summary, from this first

overview it appears that the four operators towards the lower
right corner of this figure seem to be the most promising.
In Fig. 4, the same survey is repeated with tree-level

improvement (cSW ¼ 1, cf. Sec. VC). Relative to the
previous figure, changes seem to be mild. However, an
interesting point is that the clover term shifts correct-type
chirality branches (slightly) to the left and wrong-kind
chirality branches (slightly) to the right. As a result, for
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FIG. 5. Free-field dispersion relations of all operators considered in 2D, where jpjmax ¼ #=a.
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ゲージ場の格子化



フェルミオンの運動項の格子化

格子化

Scon =
�

d4xΨ̄(x) (γµ∂µ + m) Ψ(x)

Ψ(x)→ Ψ(n)

∂µΨ(x)→ 1
2

�
∆µΨ(n) + ∆�

µΨ(n)
�

=
1
2a

(Ψ(n + µ̂)−Ψ(n− µ̂))

格子上の自由なフェルミオン作用

差分

中央差分⇒エルミート性の保持

前進差分 後進差分

Slat = a4
�

n

�
�

µ

Ψ̄(n)γµ
Ψ(n + µ̂)−Ψ(n− µ̂)

2a
+ mΨ̄(n)Ψ(n)

�



連続理論においても非局所的な　　　　      に対してゲージ不変性を保つため
に、ゲージ変換に対して、                                                と変換する関数を 　　　　　                          　　　　　　 
                             のように挟んでゲージ不変な非局所演算子を作る。
このとき　　　　 はU(1)理論においてはなじみがあり、

U(x, y)→ V (x)U(x, y)V †(y)

U(x, y) = eig
R x

y Aµ(z)dzµ → Peig
R x

y Aa
µ(z)T adzµ

Ψ̄(x)Ψ(y)

Ψ̄(x)U(x, y)Ψ(y)
U(x, y)

ゲージ場の格子化　-リンク変数の導入-
Ψ̄(n)∂µΨ(n) の差分化に伴う非局所項                       はΨ̄(n)Ψ(n± µ̂)

ゲージ変換                               に対して不変でない。Ψ(n)→ V (n)Ψ(n)

格子理論の運動項においても同様なゲージ不変な取り扱い
が考えられる。

Ψ̄(n)Uµ(n)Ψ(n + µ̂)
! ! ! !
! ! ! !

!

Uµ(n)

n ! µ

リンク変数はこのように方向を持った量として定義されているので、その逆向きの変数を
U †

µ(n) = U−1
µ (n) = U−µ(n + µ̂) (31)

と定義する。（図も参照）

! ! ! !
! ! ! !

"

U †
µ(n)

n ! µ

従って、フェルミオンとの相互作用は、ウィルソンフェルミオンの場合

SF = −a4 1

2

∑

n

∑

µ

Ψ̄(n)
[
(r − γµ) Uµ(n)Ψ(n + ν̂) + (r + γµ) U †

µ(n − µ̄)Ψ(n − µ̄)
]

+(m + 4r)a4
∑

n

Ψ̄(n)Ψ(n) (32)

で与えられる。ここで κ = 1
2(m+4r) という量を定義して、クォーク場をΨ′ =

√
a3

2κΨと再
定義すると、格子作用は

SF = −κ
∑

n

∑

µ

Ψ̄(n)
[
(r − γµ) Uµ(n)Ψ(n + ν̂) + (r + γµ) U †

µ(n − µ̄)Ψ(n − µ̄)
]

+
∑

n

Ψ̄(n)Ψ(n) (33)

と書き直せる。κはホッピングパラメタと呼ばれ、定義から分かるようにクォークの質量
が大きいとき、κは小さくなる。r = 1のとき自由なフェルミオン系ではクォークの質量
がゼロは κ = 1/8に相当するが、相互作用を受けると繰り込みを受けるのでκ = 1/8から
ずれる。ただし、格子QCDにおいては漸近的自由性より連続極限で裸の結合定数はゼロ
になるから、β → ∞で κ → 1/8 になることが予想される。また、逆の極限、強結合極限
β = 0では、パイオンの質量がゼロになる点として κ = 1/4が知られている。従って、パ
イオンの質量がゼロになる κが βの全ての領域で存在し、そのような臨界 κc(β)が βの関
数として、強結合極限と連続極限の間 1/4 ≥ κc(β) ≥ 1/8を単調に結んでいると信じられ
ている。

1.5.2 プラケット変数の導入
リンク変数によるゲージ不変量は任意の閉じたループ (C)に沿ってリンク変数の積を

とって、そのトレースをとったもの,　

!
C

!

"

"

11

リンク変数 Uµ(n) ≡ eiagAµ(n)

Ψ̄(x)U(x, y)Ψ(y)



フェルミオンとゲージ場の相互作用

Ψ̄(n)Ψ(n + µ̂)→ Ψ̄(n)Uµ(n)Ψ(n + µ̂)

差分化したフェルミオンの運動項中の非局所項を

のように変更すると、Wilsonフェルミオンは

で与えられる。

SF = −a3 1
2

�

n

�

µ

Ψ̄(n)
�
(r − γµ)Uµ(n)Ψ(n + ν̂) + (r + γµ)U †

µ(n− µ̂)Ψ(n− µ̂)
�

+(am + 4r)a3
�

n

Ψ̄(n)Ψ(n)



ここで、　　　　　　　　　という量を定義して、

クォーク場を

のように再定義すると、Wilsonフェルミオンは

のように書き直せる。

フェルミオンとゲージ場の相互作用
κ =

1
2(am + 4r)

Ψ→ Ψ� =

�
a3

2κ
Ψ

SF = Ψ̄�(n)DW (n, m)Ψ�(m)

DW (n, m) = δn,m − κ
�

µ

�
(r − γµ)Uµ(n)δm,n+µ̂ + (r + γµ)U †

µ(n− µ̂)δm,n−µ̂

�



格子上でゲージ場の運動項はどのようになるべきか？

作用決定の指導原理として

• ゲージ不変
• a → ０で連続理論に帰着
• ゲージ対称性以外の連続理論の持つべき対称性を最大限共有

ゲージ場の運動項 -プラケット変数の導入-

※格子上の定義には任意性がある
リンク変数によるゲージ不変量は任意のループCに沿ってリンク変数の
積をとって、そのトレースをとればよい



ゲージ場の運動項 -プラケット変数の導入-
リンク変数によるゲージ不変量は任意のループCに沿ってリンク変数の
積をとって、そのトレースをとればよい。

! ! ! !
! ! ! !

!

Uµ(n)

n ! µ

リンク変数はこのように方向を持った量として定義されているので、その逆向きの変数を
U †

µ(n) = U−1
µ (n) = U−µ(n + µ̂) (31)

と定義する。（図も参照）
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! ! ! !

"

U †
µ(n)

n ! µ

従って、フェルミオンとの相互作用は、ウィルソンフェルミオンの場合

SF = −a4 1

2

∑

n

∑

µ

Ψ̄(n)
[
(r − γµ) Uµ(n)Ψ(n + ν̂) + (r + γµ) U †

µ(n − µ̄)Ψ(n − µ̄)
]

+(m + 4r)a4
∑

n

Ψ̄(n)Ψ(n) (32)

で与えられる。ここで κ = 1
2(m+4r) という量を定義して、クォーク場をΨ′ =

√
a3

2κΨと再
定義すると、格子作用は

SF = −κ
∑

n

∑

µ

Ψ̄(n)
[
(r − γµ) Uµ(n)Ψ(n + ν̂) + (r + γµ) U †

µ(n − µ̄)Ψ(n − µ̄)
]

+
∑

n

Ψ̄(n)Ψ(n) (33)

と書き直せる。κはホッピングパラメタと呼ばれ、定義から分かるようにクォークの質量
が大きいとき、κは小さくなる。r = 1のとき自由なフェルミオン系ではクォークの質量
がゼロは κ = 1/8に相当するが、相互作用を受けると繰り込みを受けるのでκ = 1/8から
ずれる。ただし、格子QCDにおいては漸近的自由性より連続極限で裸の結合定数はゼロ
になるから、β → ∞で κ → 1/8 になることが予想される。また、逆の極限、強結合極限
β = 0では、パイオンの質量がゼロになる点として κ = 1/4が知られている。従って、パ
イオンの質量がゼロになる κが βの全ての領域で存在し、そのような臨界 κc(β)が βの関
数として、強結合極限と連続極限の間 1/4 ≥ κc(β) ≥ 1/8を単調に結んでいると信じられ
ている。

1.5.2 プラケット変数の導入
リンク変数によるゲージ不変量は任意の閉じたループ (C)に沿ってリンク変数の積を

とって、そのトレースをとったもの,　

!
C

!

"

"

11

Uµ(n)→ V (n)Uµ(n)V †(n + µ̂)

リンク変数のゲージ変換

閉じたループとして一番簡単なものは、最小の正方形で

つまり
Tr (PΠCU) (34)

これが、ゲージ不変なことはリンク変数のゲージ変換

Uµ(n) → V (n)Uµ(n)V †(n + µ̂) (35)

により明らか。閉じたループとして一番簡単なものは、最小の正方形で
!

"# $n

!!!! = Uµ(n)Uν(n + µ̂)U †
µ(n + ν̂)U †(n) (36)

これをベースに作用を構成するゲージ不変な要素としてプラケット変数

Pµν(n) =
1

Nc
Tr

[ !
"# $

!!!! ]
(37)

を定義する。このゲージ不変なプラケットで格子上のゲージ作用を記述すると

S = −C

g2

∑

n

∑

µ !=ν

Pµν(n) (38)

と与えられる。a → 0としたときに、この格子上のゲージ不変な作用が連続理論のYang-
Mills作用に一致すること、またそのためには C = Ncであることを次に示す。まず、計
算を見やすくするためにBµ ≡ gaAµとおく。プラケットは定義から

!
"# $n

!!!! = eiBµ(n)eiBν(n+µ̂)e−iBµ(n+ν̂)e−iBν(n) (39)

と書ける。ここでBν(n + µ̂)やBµ(n + ν̂)が格子間隔 aが小さいとして

Bν(n + µ̂) = Bν(n) + a∂µBν(n) + O(a2)

Bµ(n + ν̂) = Bµ(n) + a∂νBµ(n) + O(a2)

となるとこと、さらにBaker-Campbell-Husdorff(ベーカー・キャンベル・ハウスドルフ）
の公式8を用いて、

!
"# $

!!!! = exp{iBµ + iBν︸ ︷︷ ︸
O(a)

+ ia∂µBν −
1

2
[Bµ, Bν ]

︸ ︷︷ ︸
O(a2)

− 1

2
[Bµ, a∂µBν ]

︸ ︷︷ ︸
O(a3)

+ · ··}

× exp{−iBµ − iBν − ia∂νBµ − 1

2
[Bµ, Bν ] −

1

2
[Bν , a∂νBµ] + · · ·}

= exp{ia∂µBν − ia∂νBµ − [Bµ, Bν ]︸ ︷︷ ︸
O(a2)

+a3X3 + a4X4 + · · ·}

= exp{iga2Fµν + a3X3 + a4X4 + O(a5)} (40)

ここで a2の項は
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + ig[Aµ, Aν ] (41)

8exp{X} exp{Y } = exp{X + Y + 1
2 [X,Y ] + 1

12 ([X, [X,Y ]] + [Y, [Y,X]]) + · · ·}

12
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と与えられる。a → 0としたときに、この格子上のゲージ不変な作用が連続理論のYang-
Mills作用に一致すること、またそのためには C = Ncであることを次に示す。まず、計
算を見やすくするためにBµ ≡ gaAµとおく。プラケットは定義から
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と書ける。ここでBν(n + µ̂)やBµ(n + ν̂)が格子間隔 aが小さいとして

Bν(n + µ̂) = Bν(n) + a∂µBν(n) + O(a2)

Bµ(n + ν̂) = Bµ(n) + a∂νBµ(n) + O(a2)

となるとこと、さらにBaker-Campbell-Husdorff(ベーカー・キャンベル・ハウスドルフ）
の公式8を用いて、
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ここで a2の項は
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + ig[Aµ, Aν ] (41)

8exp{X} exp{Y } = exp{X + Y + 1
2 [X,Y ] + 1

12 ([X, [X,Y ]] + [Y, [Y,X]]) + · · ·}

12

作用を構成するゲージ不変な要素としてプラケット変数を定義する



ゲージ場の運動項 -連続理論との整合性-
ゲージ不変なプラケット変数で格子上のゲージ作用を記述する

Slat = −2Nc

g2

�

n

�

µ>ν

Pµν(n)

一見すると連続理論のゲージ作用と似て非なるものの様であるが、a→
０の連続極限を考えると

と表されることが分かる。a3や a4の項の係数X3,X4の具体的な計算は省くが、X3、X4

のいづれも SU(3)の Rie環の元であるので、トレースをとると Trλa = 0で Tr{X3} =
Tr{X4} = 0 となることを次で使う。

Tr{
!

"# $
!!!! } = Tr

[
1 + iga2Fµν + a3X3 + a4X4 +

g2a4

2
FµνFµν + O(a5)

]

= NC +
g2a4

2
Tr{FµνFµν} + O(a6) (42)

右辺一行目の第２項から４項までは、それぞれ Rie環の元のトレースレスの性質から落
ちる。第５項のように、二つ以上のRie環の元の積はRie環の元ではないのでトレースを
とっても残る。物理に関係ない定数項を無視すれば a → 0で

S → −a4
∑

n

1

2

∑

µ !=ν

Tr{FµνFµν} (43)

望ましい連続理論の作用、QCDの作用に帰着することが見て取れた。
厳密には SU(2)では Tr{

!
"# $

!!!! }は実であるが、NC ≥ 3では必ずしも実とならないの
でエルミート共役（反対向きのループに対応するプラケット）との平均、つまりプラケッ
トの実部によって作用を定義する。

1 − 1

2NC
Tr{

!
"# $

!!!! +
"
!$ #

!!!! } = 1 − 1

NC
ReTr{

!
"# $

!!!! }
︸ ︷︷ ︸

=Pµν

= −a4 g2

2NC
Tr{FµνFµν} + O(a6) (44)

上記を用いて、格子上のゲージ理論は最終的に
Slat(U) = β

∑

n

∑

µ>ν

[1 − Pµν(U)] (45)

のように与えられる。ここで βは
β = 2Nc/g

2 (46)

で定義される9。

1.6 コンパクトな変数とエリツァーの定理
経路積分は作用を構成する基本的要素、リンク変数について行なえばよいので

Z =

∫
ΠldUl exp{−Slat(U)} (47)

を得る。連続理論の場合との大きな違いは、積分する自由度がリンク変数（群の元、U ∈
SU(Nc)）であるために、積分が

∫
ΠldUl = 1のように１に規格化されている点である。こ

のことによって、格子ゲージ理論では連続理論のときのようにゲージ固定する必要性がな
い10。そして、リンク変数に対する経路積分の測度は、直接ゲージ群の多様体の上の測度
（不変ハール測度）

d(V U) = d(UV ) = dU for ∀V ∈ SU(Nc) (48)
9β の定義に含まれる因子 2は∑

µ!=ν = 2
∑

µ>ν による。
10あるいは連続理論との連続性を考えて、ゲージ固定の必要がない理由は、ゲージ場Aµが、連続理論に
おいて−∞ < Aµ < ∞に対して、格子理論では−π/(ag) < Aµ < π/(ag)であるため、“ゲージ体積”が有
限なためとも言い換えることができる。

13

Slat = Scon + a2S2 + a4S4 + · · ·

+
a6

12
Tr{Fµν(D2

µ + D2
ν)Fµν}+O(a8)

�
+O(g4a6)

つまり
Tr (PΠCU) (34)

これが、ゲージ不変なことはリンク変数のゲージ変換

Uµ(n) → V (n)Uµ(n)V †(n + µ̂) (35)

により明らか。閉じたループとして一番簡単なものは、最小の正方形で
!

"# $n

!!!! = Uµ(n)Uν(n + µ̂)U †
µ(n + ν̂)U †(n) (36)

これをベースに作用を構成するゲージ不変な要素としてプラケット変数

Pµν(n) =
1

Nc
Tr

[ !
"# $

!!!! ]
(37)

を定義する。このゲージ不変なプラケットで格子上のゲージ作用を記述すると

S = −C

g2

∑

n

∑

µ !=ν

Pµν(n) (38)

と与えられる。a → 0としたときに、この格子上のゲージ不変な作用が連続理論のYang-
Mills作用に一致すること、またそのためには C = Ncであることを次に示す。まず、計
算を見やすくするためにBµ ≡ gaAµとおく。プラケットは定義から

!
"# $n

!!!! = eiBµ(n)eiBν(n+µ̂)e−iBµ(n+ν̂)e−iBν(n) (39)

と書ける。ここでBν(n + µ̂)やBµ(n + ν̂)が格子間隔 aが小さいとして

Bν(n + µ̂) = Bν(n) + a∂µBν(n) + O(a2)

Bµ(n + ν̂) = Bµ(n) + a∂νBµ(n) + O(a2)

となるとこと、さらにBaker-Campbell-Husdorff(ベーカー・キャンベル・ハウスドルフ）
の公式8を用いて、

!
"# $

!!!! = exp{iBµ + iBν︸ ︷︷ ︸
O(a)

+ ia∂µBν −
1

2
[Bµ, Bν ]

︸ ︷︷ ︸
O(a2)

− 1

2
[Bµ, a∂µBν ]

︸ ︷︷ ︸
O(a3)

+ · ··}

× exp{−iBµ − iBν − ia∂νBµ − 1

2
[Bµ, Bν ] −

1

2
[Bν , a∂νBµ] + · · ·}

= exp{ia∂µBν − ia∂νBµ − [Bµ, Bν ]︸ ︷︷ ︸
O(a2)

+a3X3 + a4X4 + · · ·}

= exp{iga2Fµν + a3X3 + a4X4 + O(a5)} (40)

ここで a2の項は
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + ig[Aµ, Aν ] (41)

8exp{X} exp{Y } = exp{X + Y + 1
2 [X,Y ] + 1

12 ([X, [X,Y ]] + [Y, [Y,X]]) + · · ·}

12

with

}
lattice artifact

= NC −
g2

2
�
a4Tr{FµνFµν}



格子作用の改良



改良されたゲージ作用
作用決定の指導原理として

• ゲージ不変
• a → ０で連続理論に帰着
• ゲージ対称性以外の連続理論の持つべき対称性を最大限共有
➡格子上での作用は一意的には決まらない。



改良されたゲージ作用
作用決定の指導原理として

• ゲージ不変
• a → ０で連続理論に帰着
• ゲージ対称性以外の連続理論の持つべき対称性を最大限共有
➡格子上での作用は一意的には決まらない

➡プラッケット作用はO(a2)の誤差を持つ

Slat = Scon + a2S2 + a4S4 + · · ·}
lattice artifact



改良されたゲージ作用
• プラケット作用は１x１のWilsonループ
• １x２のWilsonループまで含めた一般的な作用は

2.2 ゲージ作用 7

図 2.1 plaquetteと改良されたゲージ作用を構成するための次元 6のWilson loop

X3, X4は SU(3)の Lie代数の元 T a に比例する項であり、ここではTrF a
µνT a = TrXa

2 T a = TrXa
3 T a =

0。の性質を使った。 以上より、 Wilsonゲージ作用は a → 0の極限において連続理論の Yang-Mills作
用と一致する。

SWilson
G −→ SG =

1
2
Tr

∫
d4xFµνFµν =

1
4

∫
d4xF a

µνF a
µν (2.2.5)

2.2.2 改良されたゲージ作用

格子ゲージ理論において a → 0で連続理論に一致する作用は一意的には決まらず、 plaquette 変数の
みで構成されたWilsonゲージ作用以外の構成の可能性がある。ここで大きなWilson loopについて考え
てみる。 前説の (2.2.4)から分かるように、Wilsonゲージ作用は有限格子間隔に伴う O(a2)の誤差を持
つ。 この誤差はWillson ゲージ作用に次元 6 の相殺項を加えることにより緩和することが可能となる。
次元 6の項は irrelevantな演算子で連続極限において 0となり、正しい量子数を持つものは 3個ある (図
2.1)。次元 6の irrelevantな演算子まで含めて改良されたゲージ作用を記述すると、

SImp
G = β

[
c0(g2)L (4) + a2

3∑

i=1

ci(g2)L (6)
i

]
(2.2.6)

となる。 L (4) はWilsonゲージ作用のものである。L (6)
i は 6個のリンク変数をそれぞれ長方形型、 ね

じれ型、 L型につなげたものである (図 2.1参照)。O(a2)の誤差を取り除くための係数 ci は Lüscherと
Weiszにより計算され、 tree level では、

c0 =
5
3
, c1 = − 1

12
, c2 = 0, c3 = 0 (2.2.7)

と求まる [18]。1-loopの摂動計算では、

c0(g2) =
5
3

+ 0.2370g2, c1(g2) = − 1
12

− 0.02521g2, c2(g2) = −0.00441g2, c3(g2) = 0 (2.2.8)

となる [19]。次元 6の項の係数は all orderの摂動論で次の規格化条件を満たす。

c0 + 8c1 + 8c2 + 16c3 = 1 (2.2.9)

c2 の値は小さく無視することができるので、 通常 L (6)
0 とL (6)

1 を相殺項として残す。 最終的に次のよ
うな改良されたゲージ作用 (Lüscher-Weisz作用)が得られる。

SImp
G = − β

Nc

∑

x, µ<ν

{
(1 − 8c1)Re Tr[Uµν(x)] + c1Re Tr[U1×2

µν (x)]
}

+ const (2.2.10)

U1×2
µν (x) = Uµ(x)Uµ(x + µ)Uν(x + 2µ)U†

µ(x + ν + µ)U†
µ(x + ν)U†

ν (x) (2.2.11)

１x１ １x２
}長方形型 ねじれ型 L型

SImp
G = β

�

n

�
c0(g2)L1×1(n) +

3�

i=1

ci(g2)Li
1×2(n)

�



• プラケット作用は１x１のWilsonループ
• １x２のWilsonループまで含めた一般的な作用は

➡ Lüscher-Weisz (1985)により、O(a2)の誤差を取り除くため
の係数    が計算された
ただし、係数は摂動論のall orderで次の規格化条件を満たす

改良されたゲージ作用

SImp
G = β

�

n

�
c0(g2)L1×1(n) +

3�

i=1

ci(g2)Li
1×2(n)

�

ci

c0(g2) + 8c1(g2) + 8c2(g2) + 16c3(g2) = 1



• プラケット作用は１x１のWilsonループ
• １x２のWilsonループまで含めた一般的な作用は

➡ Lüscher-Weisz (1985)により、O(a2)の誤差を取り除くため
の係数    が計算された
ツリーレベル(g=0)：

改良されたゲージ作用

SImp
G = β

�

n

�
c0(g2)L1×1(n) +

3�

i=1

ci(g2)Li
1×2(n)

�

ci

c0 =
5
3
, c1 = − 1

12
, c2 = 0, c3 = 0



• プラケット作用は１x１のWilsonループ
• １x２のWilsonループまで含めた一般的な作用は

➡ Lüscher-Weisz (1985)により、O(a2)の誤差を取り除くため
の係数    が計算された
ツリーレベル(g=0)：
1-ループの摂動論(g<<1)：

改良されたゲージ作用

SImp
G = β

�

n

�
c0(g2)L1×1(n) +

3�

i=1

ci(g2)Li
1×2(n)

�

ci

c0 =
5
3
+0.2370g2, c1 = − 1

12
−0.02521g2, c2 = −0.00441g2, c3 = 0

c0 =
5
3
, c1 = − 1

12
, c2 = 0, c3 = 0



• 最終的に１x２のWilsonループまで含めた作用として

改良されたゲージ作用

Pµν(n) =
1

Nc
ReTr

[ !
"# $

!!!! ]
(1)

1

Pµν(n) =
1

Nc
ReTr

[ !
"# $

!!!! ]
(1)

Rµν(n) =
1

Nc
ReTr

[ ! !
" "# $

!!!! !! ]
(2)

1

方法 作用の名前 c1

ツリー N/A -1/12

摂動論的
繰り込み群 Iwasaki作用 -0.331

非摂動論的
繰り込み群 DBW2作用 -1.40686

SImp
G = −β

�

n

�

µ<ν

{(1 − 8c1)Pµν(n) + c1 (Rµν(n) + Rνµ(n))}



格子QCDにおけるパラメータ

• クォーク質量(mu=md, ms)と格子間隔 a
INPUT: π, K中間子の質量とΩバリオンの質量

CP-PACS collaboration

u,d,s (2+1 flavor)
u,d (2 flavor)
quench approx.



格子QCDにおける系統誤差
４つの起源

• クォーク真空偏極：動的クォークの数 
• 有限格子間隔 a :紫外発散の有限化
• 有限体積効果 L :格子点は有限 
• クォーク質量の物理点へのカイラル外挿



動的クォークの数

〈O(U, ψ)〉 =
1
Z

∫
Dψ̄DψDU O(U, ψ)e−SG(U)−ψ̄M(U)ψ

=
1
Z

∫
DU O(U, M−1(U))(det{M(U)})Nf e−SG(U)

=
1
Z

∫
DU O(U, M−1(U))e−SG(U)+Nf TrLnM(U)

det{M(U)} = 1 ⇐⇒ Nf = 0



シミュレーションの現状



格子QCDシミュレーションの５年前

動的クォークの数
２＋１フレーバー（mu=md≠ms, mc,b,t=∞）

格子間隔（カットオフ）
1.5 GeV - 2.2 GeV 

有限体積（空間のサイズ）
2.0 fm - 3.0 fm

クォークの質量（π中間子の質量)
300 MeV 以下



格子QCDシミュレーションの現状

動的クォークの数
１＋１＋１フレーバー（mu≠md≠ms, mc,b,t=∞）
１＋１＋１＋１フレーバー（mu≠md≠ms≠mc, mb,t=∞）

格子間隔（カットオフ）
2.0 GeV - 3.0 GeV 

有限体積（空間のサイズ）
3.0 fm - 8.0 fm

クォークの質量（π中間子の質量)
135 - 200 MeV (物理点直上を含む）


