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方針

・簡略化モデル
・一般論の構築
(多変数反応拡散系, およびその一般系を
多変数のまま扱うことのできる理論)

実験による検証可能性
・普遍的性質の抽出
・個別情報の抽出

具体的な生命現象
(分化の波, 個眼形成など)

理論的視点から 実験的視点から

数理モデルの構築とその精密化

・変異体を用いた解析
・ライブイメージングによる定量データの取得
・遺伝子の過剰発現

(単調性や on-off など定性的条件のみで表現)

数理モデルを用いた変異クローンの場合の
伝播シミュレーション

変異クローンを用いた検証実験

楕円型樟脳片の相互作用の解析 楕円型樟脳片を用いた相互作用の検証実験

安定な空間配置
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生命系におけるパターン形成問題に
関して交点を見いだす

解に対する仮定, ブラックボックスのまま扱う, 仮定の定性的な表現

理論的視点から 実験的視点から
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分化の波
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ショウジョウバエの眼 (個眼の集まり)

分化の波

ショウジョウバエの脳

ショウジョウバエ

ショウジョウバエの視覚中枢における, 
未分化細胞が神経幹細胞へと分化:

次々と順に発現が伝播: 
分化の波(プロニューラルウエーブ)

未分化細胞
発現中

神経幹細胞
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Delta-Notch シグナル系による側方抑制のメカニズム

通常はゴマシオパターンが出現

(分化)(未分化)

拡散性因子( E :EGF)が加わるとどうなるか？

EGF:拡散

側方抑制

D : Delta,
N : Notch,
A:  AS-C, 分化度を示す指標,
E : EGF,
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(B)
Long range

シグナルネットワーク4つの因子

E: EGF ligand/signal 

N: Notch signal 

D: Delta expression 

A: AS-C expression邸c,Sc, 紐）

Notch ON Notch OFF 

~ 
Notch Signal 

ゴマシオパターンの形成



モデル方程式佐藤, 八杉, 三浦, 長山 et.al  PNAS 2016
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D : Delta,
N : Notch,
A:  AS-C, 分化度を示す指標,
E : EGF,

離散

Mathematical modeling of the proneural wave: 4-component model I 

D豆+1

Di-1jf"(Ni,j) 1・.Di+1,jl c::=⇒ (M) 
D ・ i,J-1 

ゴマシオパターンの形成

未~@.斎緑

dE
-at
呪
一dt
判
一dt
判
一dt

de~E -keE +aん(A。-Ai,j)

-knNi,j + dt L Dt.m -d刈，JDt,,j,
l,m珈j

—kd凡 +a油，j(A。 -A叫

碍o-A叫1nax{ Ei,j -Ni,J, O} 

E 

,_ 

▲

-
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E: EGF ligand/signal 

N: Notch signal 

D: Delta expression 

A: AS-C expression (L'sc, Sc, Ase} 0~A~Ao (=l} 

こRho一sSpi
(d.t,.E)-. 
a。1EGFsignal向

/4 
AS-C~. jn. ed 
N signal (N) 

,d,•;, 怜）d, 
DI (D'J 



数値シミュレーションと実験

シミュレーション 実験

Notchシグナルが
波の進行を負に制御

Notch変異体では
波が加速

(側方抑制がOFFの状態)
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野生型

Notch変異クローン

野生型
NB _ _ L軍: --N 

proneuralw町 e _~ Notch 
ニ⇒r、EGF
Notch変異クローン

N!o,tchの側方抑制機構が波の進行を抑制している



ゴマシオパターンとの関連

EGF の働きを弱めると下げるとゴマシオが出現

シ
ミ
ュ
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ー
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ョ
ン

実
験

分化の波 ゴマシオパターン
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AS-C

How about the salt & pepper pattern? 

t = 1.5 

t = 16 

t JO 
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Notch activity: 
E(spl)my-GFP 

ゴマシオパターンの形成
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数理モデルの解析に向けて
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D : Delta,
N : Notch,
A:  AS-C, 分化度を示す指標,
E : EGF,

離散

数理的解析は困難: 

・離散的⇒連続化
・多変数⇒変数の逓減

元の現象の構造を保持したまま

(B)
Long range

シグナルネットワークをそのまま保持

(隣の細胞)

i)E 
= deAE -keE +a占j(A。-At,j)

iJt 
dNz,J 
= -kふ，j+ dt [ Dt.m -dふ，j如

dt 
l,mEAi,j > (M) < JD .. 

=—k凸j+a凡，1(Ao -A叫
l)J 

dt 
dA・・
= ea(A。-A叫1nax{ E;j -Ni,j, O}, l,J 

dt 



離散部分の連続化
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Intercellular signaling

Trigger of differentiation 

Activation in Front of PW

Shift 作用素

四角格子 六角格子 等方的

たたみ込み積分

dNi,j 

dt 
== -kふ，j+ldt E Dz.ml-dふ，jDi,j,

l,mEA; ・ 

D口+1

＇ Di・-1-,J .,_(Ni,j)、コDi+l,j
▲、

• 
Di,3ー1

dAi,i 

dt 
= ea(Ao-Ai,j)max{E;,j-Ni,j,O}, 

D(x -l, y) + D(x + l, y) + D(x, y -l) + D(x, y + l) 
l, cell size 

じX == (x1心）， Y== (Y1,Y2) 

J 
r == ✓ 

(x * D)(x) == x(x -y)D(y)dy 的(x,y) == c5(x)c5(y) ==的(r)==~c5(r) 
R2 

x(x,y) ==的(x-l,y)+的(x+l,y)+ふ2(x,y-l)+的(x,y + l) 

じ
ヘ

p(r) r-....1 <S(r) c5(r -l) 



積分核を用いた連続化モデル
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Ni,j (t) 

Di,j (t) 

Ai,j (t) 
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N(t, x), 

D(t心），

A(t, x), 

叫 (t)→] x(x -y)D(t, y)dy 

j (t) ' : : : C (t ,: X) 
''  I 

C戸(t) ~三 Cj十店(t) : 
i⇒: 

l , l 

8E 

at 
8N 

at 
an 

d心E-keE + aeA(A。-A),

at 
8A 

at 

ー如D十四A(A。-A),

ea(A。-A) max{E -N, O}, 



四角格子の連続モデルの数値計算例

11

Notchの式を として，
8N 

f}t 
-knN + dtX * D -dcND  

x(x,y) p(x -l, y) + p(x + l, y) + p(x, y -l) + p(x, y + l) 

time= 0.00 LX= 18.00 LY= 12.00 xMesh= 180, yMesh= 120 I= 2.000000, 
E-------- D 

z
 

A
 

eps= 1.000、
taul= 1.000、
tau2= 1.000, 

de= 2.000、
ke= 1.000、

ae= 1.000, 

kn= 3.000、
dt= 2.000、
de= 0.500、
kd= 1.500, 

ad= 1.000, 

AO= 1.000, 

ea= 10.000, 

kin= 0.000、
di= 1.000、
ki=0.020、
m_eps= 0.50, 



六角格子の連続モデルの数値計算例
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Notchの式を として，
8N 

at == -k□ V + dtX * D -dcND  
⑰ 1 ⑰ 1 

x(x, y) == p(x, y + l) + p(x十了l,y+2l)+p(x十了l,y -2z) 

⑰ 1 ⑰ 1 
+p(x, y -l) + p(x―了l,y-2z) + p(x―了l,y + 2z) 

time= 0.00 LX= 18.00 LY= 12.00 xMesh= 180 yMesh= 120 I= 2.000000 
E-------- D 

z
 

A
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eps= 1.000, 

taul= 1.000、
tau2= 1.000, 

de=2.000, 

ke= 1.000, 

ae= 1.000, 

kn= 3.000, 

dt= 2.000, 

de= 0.500, 

kd= 1.500, 

ad= 1.000、
AO= 1.000、
ea= 10.000, 

kin= 0.000, 

di= 1.000, 

ki= 0.020, 

m_eps=0.50、



等方的な積分核
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停止 ゴマシオ ストライプ PWパターン

の値

離散モデルで得られる数値計算結果は，連続化されたモデルで再現できる．

（EGFの活性度）

提案モデル：

赤：EGF
緑 ：Notch
青：Delta

マゼンタ：AS-C

8E 

欣
- = d心E-keE + aeA(A。-A),

1 

翡）
- = -knN +已三り —叫ND, Ll(x,y) :==一凰(I叫―l)for① == (x, y) E R2 

加l

欧
ーー如D十叩A(A。-A),

at = ea(A。-A) max{E -N, O}, 
.. -------------------------------------------------- -------------------------- ------ -- - ----- ------ ---

ae == 0.5 ae == 0.8 i ae == 2.0 
A氏-------- At~.-------- ! A 

lle lle == O. l ae == 0.5 lle == 0.8 lle == 2.Q 

［ l I 



変異体の数値計算
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白い領域では
(The parameter corresponding to activate EGF is 0

here)

EGFの変異体（EGFの活性をノックアウト）では
AS-Cが発現しない (分化が起きない)

↓Blue：EGF activation

Red ：EGF
Green ：Notch
Blue ：Delta
Magenta：AS-C

lle 

゜ （誓 =d虚—k,E+a,A(Ao-A),) 

z
 

esh= 150, yMesh= 100,cell二r=2.000000, ME= 1, MN= 0, MD= 0, 
D 

eps=0.100, 

tau 1 = 1.000, 

tau2= 1.000, 

de= 1.000、
ke= 1.000、

ae= 10.000, 

kn=3.000、
dt= 2.000、
dc=0.500、
kd= 1.500、
ad= 1.000, 
AO= 1.000, 

ea= 10.000、
kin=0.000, 

di= 1.000、
ki= 0.020、
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連続モデルを考えることで，

・細胞分裂＝領域の拡大と記述することができる．
・球面上のシミュレーションにも応用できる．
・理論的取り扱いが可能になる.

連続化のメリット

球面上のシミュレーション
(Aのみ表示)

t=O 000000 

1 

1~ 

0.8 

0.5 

0.6 

゜ 0.4 

-0.5 

0.2 

-1 

゜-1 -0.5 

゜
0.5 1 



変数の逓減
元の現象の構造を保持したまま
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(B)
Long range

ショウジョウバエの視覚中枢における分化の波

D : Delta,
N : Notch,
A:  AS-C, 分化度を示す指標,
E : EGF,

シグナルネットワークを保持したまま

(隣の細胞)

6(グ
AS-C(t/) 
N signal (N) 

k!'ldcJd, 
DI (0) 

~ 

Notch ON Notch OFF 

ゴマシオパターンの形成
--、.---- /'—` 

未分化



逓減のための基本アイディア
例:活性化・抑制化因子系からの本質的積分核の導出

activate
inhibit

diffusion
活性化因子

抑制化因子

拡散

活
性
化

抑
制
化

自
己
活
性

拡散

自
己
崩
壊

Turing 1952,
Gierer-Meinhardt 1972, 

Mexican-hat

?
Local activation and long term inhibition LALI

短距離活性・長距離抑制

積分方程式への帰着

~ 

d1 
Jっ
d1く<d2 

JJlヽd2

じ:

utvt 
{
/
 

ヘ

d四xx+C1U - C匹，
d匹xx+C3U - C籾



Reduce to kernel  
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activate
inhibit

diffusion

Fourier 
transformation

Effective equation

Turing Instability

Impossible !

Inverse Fourier 
transf.

一I 
D := (麿

＼
＼
ー
ー
／

g

g

 

―― 

｛山 = d凸 +c四一位v,
叫== d匹xx+C3U - C籾入
0 < d1く<d2 

妙 2

Ut == DUxx + AU 1 

＾＾＾  ゜
Ut ==ぐDU+AU¢=二〕 ー1

-2 

-3 

-4 

-5 
y Q 5 

.--. .--. 

Ut == B(~)U 加）→ aet入rnax(e)叫ax (~)

ふ（い扇） n/ ゞいい（訊
B(~)化(~) =叫）似(~) fJ(t) = eB(t;)fJ(O) 
- I じREM:戸＝『.g
入max(() :== max{入1(()'入2(()}

—州l) I ョK(x);山 =K*U?

入max茫び(R)

12)'A:= (~~ 
u := (~) 

入1(こ）

10 15 20 



Derivation of kernel
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s.t.

B(O :=一(2D+A= (-dぐ+c, ―C2) 
偽ーd2~2-C4 入max(')::= max{州(,),A2(,)} 

11 二言→—dぐ＋釘 (l~I → oo) 
入パ~) :== -dぐ， B虞）：== B(~) —入虞）I==: ~2 B心）十 B。(~)

じ恥(~) = 0(1) as [~[• oo B,(e) = (~-(d20-di)) , B。(el= (:~ 

Bパ）：＝直(~) +[2少。(~)(Approximation of J(x) by the Heat kernel) 
妙 O<sくく 1

じ==Bパ）V
且O<J<<l V(t+J)=e8Bc(匂 (t).

⑰ (t + J) = B心)V(t+ J) I > ½(t+ J) = Bパ）e8Bc(叶 (t)

且V(t)= eμtw 
~ 凸＝ら(~)e的(<;)J~ μe8μW = B心）e8Bc(€)q:, 

Bc (~)<Iり(~) ==ら (~)q>j・ (~)

＼

ー

ー

／
匂

仇
＿
一



Derivation of Kernel part II
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Effective equation, 
effective kernel Mexican hat profile
本質的積分核

叫=eμtq, 仰 ax(():= m↑ x{μ; μ 凸＝ら(()e的(')}
Rem: µmax(~ 

W。(x);principal branch of the Lambert W function Y 
μ=ら： trivial solution妙じ
叫→ aetμrnax (~)叫ax(~)µmax Eだ(R)

賃）：＝ーdie』
u(t,~)==et心（ど）v(t, ~)→噸）et(-d1ざ+μrnax(ど））w(~) 

ut == {-dぐ＋
』
μmax (~) }uµmax(~) 

F-1(-dぐ）=d直； 0 ~ 

K(x) := F-1(μmax(rn(x) il , 
［山=d1叫 x+K*U ] : 

.a 

』

0゜
ー

μt _! 
μ0μmax 

x
 

0.35 

3
 t゚
"
 

025 

0.2 

0.15 

0.1 

0.05 

y = xe 8x 

0 い・・・

-0.05 

K(x) = F-1(µrnax(~))(x) 

-0., X 
4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 



数値シミュレーション
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メキシカンハット型(2次元) 球対称

メキシカンハット型積分核を用いた2次元パターンシミュレーション

偶関数メキシカンハット型(1次元)

u

Cut-off 関数

切==d凶xx+K * u 切==d1△ u+K*u 

切==d△ u+x(u)・(K*u) 
x(u) •--

08 

o., 

" 
02 

-02 



Extension to arbitrary networks
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activate
inhibit

diffusion

(Space) (Reaction)

utvt 
｛
 

d1△ u+c四一位v,
d2△ V + C3U - C籾

8叫 N

．．． 

＝
 

こ
ふ＊附，

⇒ 
JN *UN 

↑
 
1---

U :== (U1, ・ ・ ・, UN) 

Ut == J * U 

Ut == J * U and Ut == AU 
二 Ut == J * U + AU 

几=={J + A}fJ 

B(~) 



Two node reaction-diffusion network 
with long range interaction 
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Activation

Inhibition

Short Range

Long Range

u v

[Nakamasu et al. 2009]

Zebrafish pigment cells

melanophores     xanthophores

Hereafter, 2D only

projection

l

Cell position

[Yamanaka et al. 2014]

I灼

↓
T
 一
一一

~ ＼ 

r 8(lxl -l) 

1 
Lz(x, y) := 2叶8(lxl-l) for x = (x, y) E R2 U = t(u, v) 

AU= (-k山＊ー島ー島十k山*)(u) = (-k山*u -k5u -k3v + k山 *V
-k2 -k5 v -k2u -k5v)  

Ut == D△ U + AU, D == diag{ d, d} == dI 

D 2D only (R=~) 

＾ Ut == B(R)U B(R) = -d炉It -k山(R)-k5 

〗い(R) → -d炉+0(1) -k2 凡 (~)k~ 0(1)
入h 〖) == -dR2 

恥 (R)= B(R) —入h(R)I = 0(1)二 凡(R)= e―cR2恥 (R)

2 n/2 
Lz (R) == - cos(lR sin 0)d0 

-k叶 k山(R)̂
、nla 



Eigenvalues and kernel
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Parameters: d = 0.02, k_1 = 0.055*0.016, k_2 = 0.05, k_3 = 0.04,
k_4 = 0.055*0.03, k_5 = 0.02, k_6 = 0.025,

adjusted to parameter values for a wild type of Fig 4 in Nakamasu et.al. 
l =  3.0, ε = 0.05.

u

simulation

r

Effective equation

l

＾ 麟）=e―cdR2 (-kif~~-ks -k3 +_tL1(R)) (r = y'x2+y2, R = ~') 

µmax(~) :== m?ix{μ; μ 凸＝ら(~) e的（門） ｝
J 

0.04 

0.02 

-0.02 

-0.04 

-0.06 

μmax(R) 

0.04 

0.035 

0.03 

0.025 

0.02 

0.015 

0,01 

0.005 

K(r) = F-1(μmax(R))(r) 

゜
5
 

10 15 20 

0 ~ ・・・・.................. 

-0.005 

゜
ー 2

 
3
 

4
 

5
 

1.2 

x(u) 1 
0.8 

iit == {-d炉 +μmax(R)}u 0.6 

0.4 

叫 ~d△u+K*u 
0.2 

叫==d△ u+x(u)・(K*u) 。
-0.2 
・l -0.5 0 0.5 1 



Simulations
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simulation

Ut d△ u+x(u)・(K*u) 
加• •2 000000 -・ • 11 !,00000 litnt• 2!11.500000 

20 1 10 20 

"~~ .. lS o"s l!> o.s 

10 ....... ゜ 10 

゜
10 

゜
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゜
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~ 10 u 20 
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Fig 4 in Nakamasu et.al. 2009A —————
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応用

Kernel レベルでは短距離活性・長距離抑制, 拡散不安定性と同等

d > 0d > 0

No diffusion

parameters：

メキシカンハット

(Marcon et al. 2016)

v and w diffuse with same d > 0,
u does not move.

パターン形成メカニズムを積分核形状に帰着,
大規模で複雑なネットワーク系(空間構造を含む)への応用が可能

短距離活性・長距離抑制

27

Type Ill 

O k2 
k3 -d~2 -k4 
k1 O -d~>:kg) 

¢
1
 

B(() 

K(叫 ==F—1(µmax ぽ））(x) 
0.2A 

2
 

3
 

4
 

-2.0 k2 = k3 = k4 = k6 = k1 = kg = l 
d == 1, 

0.05 

-0.05 

-0.10 

冒．
-6
 

-8
 

り



分化の波に対する本質的積分核の導出
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(B)
Long range

2次元フーリエ変換

注:一般に複素固有値が現れる可能性あり

隣の細胞

U == t(E, N, D, As) 

(-ke 
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Complex eigenvalues
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R

Re

complex

分化の不可逆性

a(R) 

罰：= { 0 (R~ 凡）
b(R) (R > Re) 
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分化の波, 復習
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（EGFの活性度）

提案モデル：

赤：EGF
緑 ：Notch
青：Delta

マゼンタ：AS-C

BE 

欣
- = d心E-keE + aeA(A。-A),
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紛
= -knN +已三り — dcND, Lz(x,y) :==― b(lxl -l) for x == (x, y) E R2 
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歎
ー一如D十四A(A。-A),

at = ea(A。-A) max{E -N, O}, 
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A
 

A
 醤

c̀
―
 

L
 ,

'

 



分化の波

simulation
分化の不可逆性 31

(B) Long range

Cut-off

パラメーター:
de = 2:0, ke = 1:0, kn = 3:0, dt = 2:0, dc = 0:5, 
kd = 1:5, ad = 1:0, ea = 10:0, l = 2.0

Proneural wave (分化の波)
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分化の波の再現
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（EGFの活性度）
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ゴマシオパターンの再現

33

（EGFの活性度）

r r

r

最大実部
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複素固有値の出現
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理論解析の可能性

1次元進行フロント解の存在をcheck

平面波の安定性が解析可能に

複雑ネットワーク系から少数変数の積分核モデルに帰着することにより
理論的解析が可能に

z

y

分化の波の場合

分化の波(平面波)の安定性

34

平面波

例

c
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まとめ
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理論 実験

生命系におけるパターン形成問題に
関して交点を見いだすことができた

分化の波
(安定平面波, ゴマシオパターン)

積分核による連続化
本質的積分核による逓減

理論 実験



今後の展望

離散部分の積分核表示により,

・ 変数の連続化が可能.
進行波やスポット解など, 概念の明確化により理論解析が可能に．

・ 細胞分裂は領域拡大で表現可能. 
細胞分裂の効果の検証.

・ 本質的積分核の導出が可能．
本質的積分核による逓減されたモデル方程式に対する理論解析.

・ 積分核による変数の連続化や本質的積分核による方程式逓減などの
技法を応用した, 新しい数理モデル構築のための手法の開発と確立.

・ 球面上のモデル化と数値シミュレーションが可能．
より実際現象に近い状況で問題にアプローチ.

36

Kawamori et.al. 2011

細胞分裂の速さを速くした変異体
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ご静聴ありがとうございました．




