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• Biomechanical properties of weightlifting motion
In collaboration with T. M. Doi, S. Koike, T. Hatsuda, and A. Nakamura
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数値シミュレーション結果 (preliminary)

モーションキャプチャー測定@筑波大学

Lyapunov指数逆動力学計算



We start from the QCD Lagrangian
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6Liフェルミ原子気体のFeshbach共鳴冷却原子気体実験の模式図

温度: 𝑇 ∼ 𝑂 101~2 nK

数密度: 𝑛 ∼ 𝑂 1015 cm−3
𝑎bg = −1582𝑎0,𝑊res = 262.3G, 𝐵0 = 832.18G

G. Z ሷurn, et al., PRL 110, 135301 (2013).
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Feshbach共鳴による可変な相互作用

6Li

Open channel (spin triplet)

ห𝑚𝐼 = +1, ۧ𝑚𝑆 = −1/2 ห𝑚𝐼 = 0, ۧ𝑚𝑆 = −1/2

6Li

6Li 6Li

e e

ee

Closed channel (spin singlet)

Zeeman
磁場𝐵

微細構造相互作用により
2つのチャンネルが混成

入射エネルギー



−𝑈eff ≃ −
𝑔2

2𝜈(𝐵)

Feshbach分子

−𝑈eff

𝑔 𝑔
open open

closed

open open

closed

open

2𝜈(𝐵)：束縛準位と入射Eの差

束縛分子を中間状態として相互作用
⇒エネルギー差(分子の組みやすさ)を磁場で変調

有効引力

Feshbach共鳴による可変な相互作用



フェルミ粒子系の基底状態

Fermi sphere

理想フェルミ気体

電子、中性子、陽子、クォーク、etc…



フェルミ粒子系の基底状態

−𝑈 ≠ 0
Cooper pair

−𝑈

引力相互作用



フェルミ粒子系の基底状態

−𝑈 ≠ 0
Cooper pair

−𝑈

引力相互作用



フェルミ粒子系の基底状態

−𝑈 ≠ 0
Molecule

引力相互作用

Bose-Einstein Condensate 

(BEC)



BCS-BECクロスオーバー

• 引力相互作用を強くしていくことで弱結合BCS超流動から
束縛分子のBECへ連続的に変化

BCS-BECクロスオーバーの相図

𝒌𝑭𝒂𝒔
−𝟏 ≃ 𝟎

𝒂𝒔 = −𝟏𝟖. 𝟓𝐟𝐦

http://astro.riken.jp/wordpress/?page_id=1425

40Kフェルミ原子気体の凝縮粒子数

C. Regal, et al., PRL 92, 040403 (2004).

𝑇c

レビュー：Y. Ohashi, H. Tajima, and P. van Wyk, Prog. Part. Nucl. Phys. (in press)
https://doi.org/10.1016/j.ppnp.2019.103739



中性子星と超流動

• 自然界唯一(?)の高密度核物質
• 核子超流動/超伝導が存在するかも

A. L. Watts, et al., RMP 88, 021001 (2016).

J. R. Fuentes, et al., 
A&A 608, A131 (2017)

パルサーグリッジ

冷却曲線

D. Page,  Fifty Years 
of Nuclear BCS 324-
447 (2013).

中性子星の内部構造



•希薄な中性子物質では超流動フェルミ原子気体と
同様にs波散乱が支配的

𝑘cot𝛿𝑘 = −
1

𝑎𝑠
+
1

2
𝑘2𝑟e

散乱位相シフト (低エネルギー展開)

Cold atom Neutrons

𝑎𝑠 −∞~∞ -18.5 fm

𝑟eff ~0 2.8 fm

density ~1015 cm−3 ~0.16 fm−3

𝑘F𝑎𝑠
−1 −∞~∞ −∞~0

A. Gezerlis, et al, arXiv : 1406.6109v2

核子-核子散乱の位相シフト

𝑎𝑠: 散乱長
𝑟e: 有効距離

∗ 𝑘F: フェルミ運動量

冷却原子気体と
希薄中性子物質の類似性



• 実際に状態方程式を比較してみると定量的に一致
➡ 中性子物質の量子シミュレータが現実のものに

低密度 高密度

▶純中性子物質の状態方程式

M. Horikoshi, M. Koashi, HT, Y. Ohashi, and M. Kuwata-Gonokami,  PRX, 7, 041004 (2017).

6Li (exp.)

PRC, 58, 1804 (1998).

Sc
al

e 
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6Li

弱結合 ユニタリー極限

6Li(exp.) 

▶ 冷却原子気体状態方程式の精密測定

Theory

冷却原子気体と
希薄中性子物質の類似性



冷却原子気体と
“中性子星物質”の違い

Neutron (↑) Neutron (↓)

Proton (↓)
Proton (↑)

𝑉1𝑆0

6Li (↓)

−𝑈𝛿(𝒓 − 𝒓′)

6Li (↑)

Contact-type

接触型相互作用でモデル化
2成分系で超流動が実現

核力 (短距離力+長距離力)
中性子+陽子 (4成分) 

𝑉1𝑆
0

𝑉1𝑆0

𝑉3𝑆1𝑉3𝑆1
𝑉3𝑆1



http://www.lkb.upmc.fr/ultracoldfermigases/ http://www.unlitworld.com/neutron-stars/

Cold atoms        Neutron star



http://www.lkb.upmc.fr/ultracoldfermigases/

本研究の目的
実験室で実現される冷却フェルミ原子気体と

宇宙遠方の中性子星内部における非対称核物質

を統一的に解析できる理論的枠組みを構築する

http://www.unlitworld.com/neutron-stars/

Cold atoms        Neutron star

1. フェルミ原子気体のBCS-BECクロスオーバー理論
2. フェルミ原子気体から希薄中性子物質へ
3. 希薄中性子物質から中性子星物質へ
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●化学ポテンシャル:

𝐻 = 

𝜎=↑,↓



𝒌

𝜉𝒌,𝜎
I 𝑐𝒌,𝜎

I † 𝑐𝒌,𝜎
I

●消滅演算子:

S波相互作用

𝜉𝒌,𝜎
I =

𝑘2

2𝑚A
− 𝜇I●運動エネルギー: 𝜇I

●擬スピン: 𝜎 =↑, ↓ 𝑐𝒌,𝜎
I

●原子質量: 𝑚A ●相互作用ポテンシャル: 𝑉S,T 𝒌, 𝒌′

フェルミ原子気体のハミルトニアン
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●化学ポテンシャル:

𝐻 = 

I=n,p
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1S0 spin-singlet 相互作用

3S1 spin-triplet 相互作用

𝜉𝒌,𝜎
I =

𝑘2

2𝑚N
− 𝜇I●運動エネルギー: 𝜇I

*I = n neutron , p (proton)

●核子スピン: 𝜎 =↑, ↓ 𝑐𝒌,𝜎
I

●核子質量: 𝑚N = 939MeV ●相互作用ポテンシャル:𝑉S,T 𝒌, 𝒌′

非対称核物質のハミルトニアン
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相互作用ポテンシャル

𝑉 𝒌, 𝒌′ = 

𝑛=1

𝑛rank

𝜂𝑛𝛾𝑛 𝒌 𝛾𝑛(𝒌′) = 𝜸𝑡(𝒌) Ƹ𝜂𝜸(𝒌′)

𝜂𝑛 = ±1
𝛾𝑛 𝒌 =

𝑢𝑛

𝑘2+Λ𝑛
2 : form factor 𝜸 𝒌 =

𝛾1(𝒌)
𝛾2(𝒌)
⋮

ො𝜂 = diag(𝜂1, 𝜂2, … )

▶ Separable multi-rank ポテンシャル (SEP nrank)  

▶ S波の位相シフト AV18: PRC, 51 38 (1995). 



Nozières-Schmitt-Rink理論

Ω = Ω0 + 𝛿ΩNSR

BCS-BECクロスオーバーに対し高い定量性をもつ

▶熱力学ポテンシャル:
*Ω0:平均場項

+⋯

𝐺n
H

𝐺p
H

𝐺n,p
H : Hartree自己エネルギーを含む核子Green関数

P. Van Wyk, HT, D. Inotani, A. Ohnishi, and Y. Ohashi, PRA, 97, 013601 (2018).



数値計算フロー

●粒子数方程式:

𝜌n = −
𝜕Ω

𝜕𝜇n
𝜌p = −

𝜕Ω

𝜕𝜇p

𝜌 = 𝜌n + 𝜌p ≡ 𝜌n + 𝑌p𝜌

中性子密度 陽子密度

● Thoulessの判定条件 [𝑇cの決定方法]:

陽子の割合 𝑌p,
密度 𝜌, 相互作用 V

超流動相転移温度 𝑇c, 
化学ポテンシャル 𝜇n, 𝜇p

det 1 + Ƹ𝜂Π𝑥𝑦 𝒒 = 𝟎, 𝑖𝜈𝑙 = 0 = 0
Π𝑥𝑦(0,0): nucleon pair propagator with zero momentum and energy
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▶ 絶対零度近傍の状態方程式と超流動ギャップ

NSR

BCS     Unitarity

フェルミ原子気体の定量的解析

𝑉 𝑘, 𝑘′ = −
𝑢1

𝑘2 + Λ1
2

𝑢1

𝑘′2 + Λ1
2 (𝑟e → 0, Λ1 → ∞)

▶ 接触型ゼロレンジ相互作用

▶ ユニタリーフェルミ気体 ≃希薄中性子物質

𝑌p = 0 (2成分フェルミ粒子系)

BCS   Unitarity

Mean-field

P. Van Wyk, HT, D. Inotani, A. Ohnishi, and Y. Ohashi, PRA, 97, 013601 (2018).



さらに高次補正を加えると
Extended T-matrix approx.

𝜇 ≃ 휀F − Γeff𝜌
𝜌0：mean field density

Nozières Schmitt-Rink 

𝜇 ≃ 휀F − Γeff𝜌0

絶対零度近傍の EOS スピン↑と↓の粒子数が異なる場合

NSR

Theory:        HT, et al., PRA, 95, 043625 (2017); NJP 20, 073048 (2018). 
Experiment: M. Horikoshi, M. Koashi, HT, Y. Ohashi, and M. Kuwata-Gonokami, PRX, 7, 041004 (2017).

𝑘F𝑎𝑠
−1

𝐸
/𝐸
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PRL 118, 083602 (2017).



冷却原子気体から中性子物質へ
▶ 中性子物質の1S0超流動相転移温度

本研究 SEP1: Single-rank potential (finite effective range)
SEP3: Multi-rank potential (effective range + short-range repulsion)

先行研究

▶ k = kF,nにおける相互作用

密度が上昇するにつれk = kF,n
における引力が弱まる

中性子のフェルミ運動量 kF,n [fm-1]

QMC: T. Abe and R. Seki, PRC 79, 054003 (2009).

*“contact” は冷却原子気体に対応



希薄中性子物質から非対称核物質へ

◉ 1S0中性子超流動転移温度Tc
nnは、陽子の混在によりピークがシフト

◉フェルミ運動量の違いにより 1S0陽子超伝導が高密度側で支配的に

▶ 非対称核物質の超流動相転移

Neutron

Proton

𝑘F,p = 3𝜋2𝜌n
𝑌p

1 − 𝑌p

1
3

≡
𝑌p

1 − 𝑌p

1
3

𝑘F,n



陽子-中性子対形成揺らぎの効果
▶ フル計算と陽子-中性子相互作用を除いた結果の比較

◉ 陽子の熱力学的性質は強い陽子-中性子間相互作用に大きく影響される
◉陽子-中性子対形成揺らぎ(媒質中の重陽子)により1S0陽子超伝導は抑制



陽子-中性子対形成揺らぎの効果
▶ フル計算と陽子-中性子相互作用を除いた結果の比較

◉ 陽子の熱力学的性質は強い陽子-中性子間相互作用に大きく影響される
◉陽子-中性子対形成揺らぎ(媒質中の重陽子)により1S0陽子超伝導は抑制

deuteron

deuteron



NGモードのギャップとFFLO的対相関
▶ Tc上での各NGモードのギャップ ▶非対称核物質でのFFLO的対相関

FFLO: 有限の重心運動量
qをもったCooper対形成

𝒒

中性子超流動から陽子超伝導

*正確には多体T行列のdeterminant



アウトライン

•イントロダクション
•定式化
•結果
•まとめ



まとめ
地上実験で実現される冷却原子気体のBCS-BECクロスオーバーを
定量的に記述できる理論を拡張することで、中性子星内部の非対称
核物質をも統一的に扱えるような多体理論を構築した。

非対称核物質中の超流動相転移を解析し、核子間相互作用による
強結合効果を明らかにした。特に、冷却問題にも重要な陽子超伝導
は陽子-中性子対形成揺らぎにより抑制されることを示した。

今後の課題: 媒質中のクラスター, 3P2超流動, etc..



Appendix



Phase shift of 1S0 NN scattering
(𝜌 = 0.5~1𝜌0)

(𝜌 = 0~0.5𝜌0)

𝑘cot𝛿𝑘 = −
1

𝑎𝑠
+
1

2
𝑘2𝑟e

Effective range expansion Effective range expansion breaks down in 
the relevant density region of neutron stars 
due to the high-energy repulsive force

𝜌0: Nuclear saturation density
Realistic nuclear potential (AV18) : R. B. Wiringa, et al., PRC 51, 38 (1995).

Effects of repulsive core



Yp

Proton fraction

APR, PRC, 58, 1804 (1998)

Dineutron      Deuteron 
correlation                     formation

・Cooper pairing  without 
the density imbalance
・No binding energy

・Large density imbalance 
due to small proton fraction
・Finite binding energy

Typically Yp ≃ 0~0.1

Yp =
𝜌p

𝜌n + 𝜌p

How strong spin-triplet np pairing 
affects 1S0 superfluidity? 

Density 𝜌 [fm−3]

Protons in “neutron star matter”



Compressibility Sound velocity

Internal energy Pressure

Sound velocity （exp.）J. Joseph, et al., PRL 98, 170401 (2007),
Compressibility （exp.）M. J. H. Ku,, et al., Science 335, 563 (2012).

Weak
coupling

Weak
coupling

Weak
coupling

Weak
coupling

W. Weimer, et al., PRL, 114, 095301 (2015), S. Hoinka, et al., Nat. Phys. (2017)

“More” precise description 



Compressibility Sound velocity

Internal energy Pressure 𝑣𝑠 =
𝜉

3
𝑣F

𝜉: Bertsch parameter

𝜉 ≃ 0.38 (ETMA)

𝜅 =
1

𝜉
𝜅0

𝐸 =
3

5
𝜉𝑛휀F

𝑃 = 𝜉−
3
2𝑃0

Compressibility

Sound
velocity

Internal
energy

Pressure

Sound velocity （exp.）J. Joseph, et al., PRL 98, 170401 (2007), W. Weimer, et al., PRL, 114, 095301 (2015), S. Hoinka, et al., Nat. Phys. (2017)
Compressibility （exp.）M. J. H. Ku,, et al., Science 335, 563 (2012).

Weak
coupling

Weak
coupling

Weak
coupling

Weak
coupling

“More” precise description 



Low-energy scattering
▶Yamaguchi potential (Rank-1)  

𝑇−1 𝒌, 𝒌, 2휀𝒌 + 𝑖𝛿 = −
1 − 𝐽11 𝒌

𝛾1
2 𝒌

= −
𝑘2 + Λ1

2 2

𝑢1
2 1 −

𝑚𝑢1
2

8𝜋Λ1

1

Λ1 − 𝑖𝑘 2

4𝜋

𝑚
𝑇−1 𝒌, 𝒌, 2휀𝒌 + 𝑖𝛿 = 𝑘cot𝛿 − 𝑖𝑘 ≃ −

1

𝑎𝑠
+
1

2
𝑟e𝑘

2 − 𝑖𝑘

𝑎𝑠 :  s-wave scattering length 𝑟e : effective range𝛿 :  phase shift

Λ1 =
3 + 9 −

16𝑟e
𝑎𝑠

2𝑟e

𝑢1 = Λ1
2

8𝜋

𝑚

1

Λ1 − 2/𝑎𝑠

𝐽11 𝒌 =

𝒑

𝑚 𝛾1
2 𝑝

𝑝2 − 𝑘2 − 𝑖𝛿
=

𝑚𝑢1
2

8𝜋Λ1

1

Λ1 − 𝑖𝑘 2



▶Multi-rank potential (Rank-3)  
𝑇 𝒌, 𝒌, 2휀𝒌 + 𝑖𝛿 = 𝜸𝑡(𝒌) 1 + ො𝜂 መ𝐽 𝒌

−1
ො𝜂𝜸(𝒌)

Ƹ𝜂 = diag(−1,1,1) 𝛾𝑖=1,2 𝒌 =
𝑢𝑖

𝑘2 + Λ𝑖
2 𝛾3 𝒌 =

𝑢3𝑘
2

𝑘2 + Λ3
2 2

・The form factor of repulsive part 𝛾3 𝒌 is chosen to become larger at higher momentum region

− 1 + 𝐽22 1 + 𝐽33 − 𝐽23
2 𝛾1

2 + 1 − 𝐽11 1 + 𝐽33 + 𝐽13
2 𝛾2

2 + 1 − 𝐽11 1 + 𝐽22 + 𝐽12
2 𝛾3

2 − 2𝛾1𝛾2 𝐽13𝐽23 − 𝐽12 1 + 𝐽33 − 2𝛾1𝛾3 𝐽12𝐽23 − 𝐽13 1 + 𝐽22 − 2𝛾2𝛾3[𝐽12𝐽13 + 𝐽23(1 − 𝐽11)]

1 − 𝐽11 1 + 𝐽22 1 + 𝐽33 − 2𝐽12𝐽23𝐽13 + 𝐽12
2 1 + 𝐽33 + 𝐽13

2 1 + 𝐽22 − 𝐽23
2 (1 − 𝐽11)

𝑇 𝒌, 𝒌, 2휀𝒌 + 𝑖𝛿 =

𝐽𝑖𝑖 𝒌 =
𝑚𝑢𝑖

2

8𝜋Λ𝑖

1

Λ𝑖 − 𝑖𝑘 2
𝐽33 𝒌 =

𝑚𝑢3
2

64𝜋Λ3

−5𝑘2 − 4𝑖Λ3𝑘 + Λ3
2

𝑘 + 𝑖Λ3
4

𝐽12 𝒌 =
𝑚𝑢1𝑢2

4𝜋(Λ1+Λ2)

1

(Λ1 − 𝑖𝑘)(Λ2 − 𝑖𝑘)
𝐽𝑖3 𝒌 =

𝑚𝑢𝑖𝑢3
8𝜋(Λ𝑖+Λ3)

2

−Λ𝑖Λ3 + 𝑖𝑘(2Λ𝑖 + Λ3)

Λ1 − 𝑖𝑘 𝑘 + 𝑖Λ3
2

(𝑖 = 1,2)

1. We numerically determine 𝑢1 and  Λ1 to reproduce 𝑎𝑠 and 𝑟e.
2. After that, 𝑢2, Λ2, 𝑢3, and Λ3 are updated by the least-square method for  the AV18 phase shift.
3. We go to 1 and repeat them until we obtain an enough small square error. 

Low-energy scattering



Thermal Green’s function
with the Hartree self-energy

𝐺I,𝜎
H 𝑘 =

1

𝑖𝜔𝑛 − 𝜉𝒌
I − ΣI

H(𝒌)

Σn
H(𝒌) = 𝑇

𝑘′

𝑉S 𝑲,𝑲 𝐺n
H 𝑘′ +

𝑉S 𝑲,𝑲 + 3𝑉T 𝑲,𝑲

2
𝐺p
H 𝑘′

Σp
H(𝒌) = 𝑇 

𝒌′,𝑖𝜔𝑛

𝑉S 𝑲,𝑲 𝐺p
H 𝑘′ +

𝑉S 𝑲,𝑲 + 3𝑉T 𝑲,𝑲

2
𝐺n
H 𝑘′

𝐼 = 𝑛, 𝑝
𝜎 =↑, ↓

Neutron Hartree self-energy

Proton Hartree self-energy

𝜉𝒌
I =

𝑘2

2𝑚N
− 𝜇I

𝜔𝑛 = 2𝑛 + 1 𝜋𝑇 : Fermion Matsubara frequency

: Kinetic energy measured from the chemical potential

𝑲 = Τ(𝒌 − 𝒌′) 2

In this study, we use Σ𝐼H(𝒌 = 𝑘F,𝐼) for simplicity

𝑘 = (𝒌, 𝑖𝜔𝑛)



Number equation in the normal state
𝜌I = −

𝜕Ω

𝜕𝜇I
= 𝜌I

H −
𝜕𝛿ΩNSR

𝜕𝜇I
𝜌n = 𝜌n

H + 𝐿nn𝛿𝜌n
NSR +𝐿pn 𝛿𝜌p

NSR 𝜌p = 𝜌p
H + 𝐿pp𝛿𝜌p

NSR +𝐿np 𝛿𝜌n
NSR

𝐿II′ = 1 −
𝜕ΣI

H

𝜕𝜇I′
: Static vertex correction for  compressibility matrix

𝐿nn 𝐿np
𝐿pn 𝐿pp

=
1

1 + ΞA𝑛 1 + ΞA𝑝 − ΞB𝑛ΞB𝑝

1 + ΞA𝑝 −ΞB𝑛
−ΞB𝑝 1 + ΞA𝑛

𝛿𝜌I
NSR = −𝑇

𝑞

𝜕

𝜕𝜇I
H ln det 1 + ො𝜂sΠs

II 𝑞 − 𝑇

𝑞

𝜕

𝜕𝜇I
H ln det 1 + ො𝜂sΠs

np
𝑞

−3𝑇

𝑞

𝜕

𝜕𝜇I
H ln det 1 + ො𝜂tΠt

np
𝑞 𝜇I

H = 𝜇I − ΣI
H : effective chemical potential

ΞAI = −𝑇

𝑘

𝑉S 𝑲,𝑲 𝐺I
H 𝑘

2

𝜌n,p
H : Hartree density

ΞBI = −𝑇

𝑘

𝑉S 𝑲,𝑲 + 3𝑉T 𝑲,𝑲

2
𝐺I
H 𝑘

2

Πs,t
II′ 𝑞 ቚ

𝑖𝑗
= 𝑇

𝑘

𝛾𝑖 𝒌 𝛾𝑗 𝒌 𝐺I
H(𝑘 + 𝑞)𝐺I′

H(−𝑘) : pairing susceptibility



Symmetric nuclear matter

▶ 3S1 deuteron condensation in SNM


