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Einstein-Podolsky-Rosen パラドックス

(1) 量子力学における波動関数による「実在」の記述が不完全
(2) 2つの非可換な物理量は同時に「実在」できない
物理量の実在の十分条件：
系を乱すことなく、確実に物理量を予言できること

命題（1）が偽 ⇒ 命題（2）が偽 ：これを次で証明する。
命題（2）が真 ⇒ 命題（1）が真 ：対偶をとった。
不確定性関係により命題（2）が真。つまり、命題（1）が真。

https://journals.aps.org/pr/abstract/10.1103/PhysRev.47.777


Bohm の EPR パラドックス思考実験

スピン (singlet) 状態を準備する：

1-1) Alice が Z 基底で測定し、その結果が「１」となる。
1-2) 仮に、Bob は Z 基底で測定したとすると「０」となる。
2-1) Alice が X 基底で測定し、その結果が「+」となる。
2-2) 仮に、Bob は X 基底で測定したとすると「-」となる。

Alice の選択は「1 / 2」で自由なので、波動関数の「実在」の記述として

を採用することが出来る。
これらの状況から Bob は系を乱すことなく (測定せずに)、同時に
Z 基底と X 基底の物理量を確実に予言している（「実在している」）。

Bohm and Aharonov PR 1957

https://journals.aps.org/pr/abstract/10.1103/PhysRev.108.1070
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ベル不等式

局所隠れた変数理論では、
量子力学は説明できないということを証明。

1966年までの隠れた変数理論 [von Neumann 教科書 1932など] の間違いを指摘
Bell RMP 1966

Bell Physics 1964

https://journals.aps.org/rmp/abstract/10.1103/RevModPhys.38.447
https://journals.aps.org/ppf/abstract/10.1103/PhysicsPhysiqueFizika.1.195


ベル不等式
Bell Physics 1964

仮定：
1) 実在性：

Alice / Bob は a / b という測定基底を準備した時、
測定結果は隠れた変数 によって特徴づけられる。

2) 局所性：

3) 測定結果の制限：
4) 測定結果の完全反相関：

この仮定の時に満たされる不等式は

https://journals.aps.org/ppf/abstract/10.1103/PhysicsPhysiqueFizika.1.195


CHSH不等式 [局所隠れた変数理論の不等式]
Clauser, Horne, Shimony, Holt PRL 1969
Bell Proceeding of Summer School 1971

仮定：
1) 実在性：

Alice / Bob は a / b という測定基底を準備した時、
測定結果は隠れた変数 によって特徴づけられる。

2) 局所性：

3) 測定結果の制限：

ただし、 条件：

不等式の破れは必ずしも量子力学の成立を意味していない。

https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.23.880
https://www.amazon.co.jp/dp/0123688493/


CHSH不等式の証明
Clauser, Horne, Shimony, Holt PRL 1969
Bell Proceeding of Summer School 1971

まず、
と定義すると測定結果の制限より、
これより、

https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.23.880
https://www.amazon.co.jp/dp/0123688493/


1970 June 29 – July 11
International School of Physics. Enrico Fermi

Essay 集としてまとめられている。
1. Wigner: The Subject Of Our Discussion
2. Jauch: Foundations Of Quantum Mechanics
3. Kalckar: Measurability Problem In The Quantum 

Theory Of Fields
4. Bell: Introduction To The Hidden-Variable Question
5. De Witt: The Many-Universes Interpretation Of 

Quantum Mechanics
6. Zeh: On The Irreversibility Of Time And 

Observation In Quantum Theory
7. Ludwig: An Axiomatic Foundation Of Quantum 

Mechanics
8. Selleri: Realism And The Wave-Function Of 

Quantum Mechanics
9. Bohm: Quantum Theory As An Indication Of A new 

Order In Physics

Bell が示した CHSH 不等式の話



量子力学におけるCHSH不等式
Tsirelson 限界

の状態に対しての計算をする

この際、

となるので、CHSH不等式の左辺は

となり、極値条件を求めると

と上限値が求まり、その際のZ基底からの回転角度は

更に、 を満たす。

Cirel‘son LMP 1980 

https://link.springer.com/article/10.1007/BF00417500


Freedman-Clauser の実験 (1972)

CHSH不等式の変形

PRL 1972

https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.28.938


Brewster Polarizer

Brewster 角の際に、
polarized beam splitter と同じ役割。

角度を調整することで偏光が少し変わる。



何故、「局所性」は重要なのか？

Popescu-Rohrlich Box

非局所性

X Y PR Box a b

0 0 0
0 0
1 1

1 0 0
0 0
1 1

0 1 0
0 0
1 1

1 1 1
1 0
0 1非局所性は量子力学による限界も破る可能性

Popescu, Rohrlich, Found. Phys. 1994

https://link.springer.com/article/10.1007/BF02058098


量子力学の限界を再現できるか？

Correlated Non-Local Box

Brunner, Skrzypczyk, PRL 2009

Popescu-Rohrlich (PR) Box

Perfect Correlated Box

非局所性に少しだけ局所相関を混ぜるだけで量子力学は再現できてしまう

https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.102.160403


Aspect の実験 (1982)

12 m (40 nsec)

18 nsec

Reset 時間 : 10 nsec
Source 時間:   5 nsec

合計 : 15 nsec

CHSH不等式の変形 PRL 1982

https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.49.1804


ベル不等式の検証実験に対する
イチャもんの数々 ( Loophole )

Detection Loophole 検出器が悪いとどうなるのか？

Freedom of Choice Loophole
測定基底の選択を「ランダム」に出来るのか？

Fair-sampling Loophole
良い結果のものだけを集めてきていませんか？

などなど。。。

検出器効率
量子論すら超えてしまう

Larsson JPA 2004
Kaiser Oxford Handbook 2022 

Garg, Mermin, PRD 1987

https://iopscience.iop.org/article/10.1088/1751-8113/47/42/424003/meta
https://academic.oup.com/edited-volume/43513/chapter-abstract/364215131
https://journals.aps.org/prd/abstract/10.1103/PhysRevD.35.3831


• 統計学的ゆらぎ
• 原理的には「知らないだけ」
• 熱力学・統計力学のような

「粗視化」による影響

• 量子ゆらぎ
• 原理的に「知れない」
• どんな操作をしても「ゆらぎ」に対して、

決定的にすることが出来ない。
＝ 不確定性関係

量子力学検証の問題点

量子力学が正しいことの必要条件は、
「ある現象の測定結果が「確率的」であるということを示す」
ということに帰着する。
測定結果だけから確率的かをどうかを判定することは難しい。



Loophole 潰しの実証の旅
Group
[青/黄: 光, 緑: 原子,固体]

Publication

Freedman and Clauser [米] PRL 1972
Fry and Thompson [米] PRL 1976 Freedman and Clauser の改善
Aspect Group [仏] PRL 1982 局所性 △
Gisin Group [スイス] PRL 1998 非線形光学結晶 (SPDC) の使用
Zeilinger Group [墺] PRL 1998 局所性 〇
Wineland Group [米] Nature 2001 局所性 〇 検出器 〇 [イオン]
Kwiat Group [米] PRL 2013 局所性 〇 検出器 〇 [光]
Zeilinger Group [墺] Nature 2013 局所性 〇 Fair-sampling 〇
Hanson Group [蘭] Nature 2015 局所性 〇 Fair-sampling 〇

Coincidence 〇 基底選択 〇
因果関係 〇

NIST [米] PRL 2015
Zeilinger Group [墺] PRL 2015
Zeilinger Group [墺] PRL 2017 乱数 [天の川銀河の天体]
Big Bell Test Collaboration Nature 2018 乱数 [人間＋物理乱数]
Zeilinger Group [墺] PRL 2018 局所性〇 乱数 [クエーサー]
J.-W. Pan Group [中国] PRL 2018 局所性〇 乱数 [恒星]

https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.28.938
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.37.465
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.49.1804
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.81.3563
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.81.5039
https://www.nature.com/articles/35057215
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.111.130406
https://www.nature.com/articles/nature12012
https://www.nature.com/articles/nature15759
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.115.250402
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.115.250401
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.118.060401
https://www.nature.com/articles/s41586-018-0085-3
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.121.080403
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.121.080404


量子もつれ光の評価

Zeilinger Group, PRL 2015

パルスレーザー：
パルス幅 12 ns
繰り返し 1 MHz

量子もつれ光生成 [ppKTP結晶]：

疑似位相整合条件 自発的パラメトリック
下方変換

https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.115.250401


測定基底がランダムに選ばれている？

Zeilinger Group, PRL 2015

物理乱数生成器からの
乱数列を信頼する。
（レーザーを使うのは早いから）
信頼性は 26 ns 間隔
FPGA による高速処理
EOM  による高速偏光変化

https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.115.250401


単一光子検出器の向上

Zeilinger Group, PRL 2015

TES [超伝導転移端検出器] での検出効率向上

100 mK の環境下では、
810 nm の黒体輻射は極限的に抑えられる。
↓
信号はほとんど「量子もつれ光子」の片割れ

Fukuda, IEICE TRANSACTIONS on Electronics 2019

https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.115.250401
https://search.ieice.org/bin/summary.php?id=e102-c_3_230


因果関係の整理

Zeilinger Group, PRL 2015

https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.115.250401


まだ残っている Loophole (Big Bell Test)
Nature 2018

https://www.nature.com/articles/s41586-018-0085-3


Loophole 潰し (Cosmic Bell Test)

天体同士からの光子には相関がないはず。
これは綺麗な乱数列になるはずだ。
 Zeilinger Group,   PRL 2017
 Zeilinger Group,   PRL 2018
 J.-W. Pan Group  PRL 2018

https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.118.060401
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.121.080403
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.121.080404


ベル不等式の破れ
≠ 量子力学が正しい

Loophole なし
ベル不等式の破れ

= (量子？)非局所性の存在



素粒子・原子核物理とベル不等式

• 検出器の局所性が担保されない問題が常にある。
• 他の loophole が勝手になくなることがある。
• 量子力学が正しい（核反応が正しい）ということは

分かるが、それ以上のことは「？」である。

Sakai+, PRL 2006

https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.97.150405


相対論的量子力学内での Bell 相関
Terashima, Ueda, IJQI 2003

Particle velocity

Observer’s velocity

Wigner angle

https://www.worldscientific.com/doi/abs/10.1142/S0219749903000061


皆さんと考えてみたい問い
• 「局所性」は必要な仮定だろうか？

• 物理系を我々が「操作したい」時に必要な概念では？
• 粒子検出・放射線検出において、

「測定」時の局所性は暗黙に仮定していないだろうか？
• 他の物理量（例えば、空間的な形）等に関係がないか？

•  Singlet state は既に最大もつれ状態では？
• 「局所的に操作ができる」singlet state は存在するか？
• 「同種粒子」だと主張する時に局所性はないのか？

• 全てを測定した時と
半分しか測定しない時で違いがあるか？

• 非局所的な測定をしている可能性があるのではないか？



まとめ
•  ベル不等式の破れは

直接、量子力学の正しさを主張するものではない。
• ループホールの入り方次第では

ベル不等式の破れは簡単に破れる。

•  ループホールなしのベル不等式の破れは
少なくとも、非局所相関の存在を自然界に保証する。

•  量子力学にほころびがないのだろうか？
• ループホールをつぶすベル不等式の破れ実験の

現在の立場は、とにかく量子力学の綻びを探すことである。

•  相対論的量子力学の範囲内では相関が弱くなる？
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